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Метод DLTS (Deep Level Transient Spectroscopy) является одним из основных методов, широко
используемых для определения параметров дефектов, приводящх к возникновению глубоких уровней в
запрещенной зоне полупроводникового материала. Предложено использовать подход L-кривой при выборе
параметра регуляризации в методе Laplace-DLTS для исключения некотролируемых ошибок и повышения
достоверности получаемых результатов. Возможности метода продемонстрированы численным анализом
модельного релаксационного сигнала, содержащего 3 экспоненты с близкими значениями показателей и
малую шумовую составляющую. Показано, что предложенный вариант Laplace-DLTS с использованием
L-кривой для выбора параметра регуляризации или LL-DLTS обладает большей надежностью по сравнению
с методом Laplace-DLTS с выбором параметра регуляризации по невязке.

PACS: 71.55.Gs, 61.72.S-

Основной проблемой стандартного метода DLTS яв-
лятся недостаточная разрешающая способность, делаю-
щая практически невозможным разделение сигналов от
нескольких близко расположенных глубоких уровней в
запрещенной зоне полупроводниковой структуры. Про-
цесс релаксации в этом случае представляет собой сум-
му нескольких экспоненциальных процессов, входящих
с разными весами:

S(t) =
n∑

i=1

C0i exp(−enit), (1)

где eni — скорость эмиссии с уровня с энергией Eti .
Цель обработки сигнала DLTS состоит в нахождении

скоростей эмиссии для каждого глубокого уровня (ГУ)
и последующем получении параметров ГУ (сечения ис-
пускания и захвата, энергетического положения уровня,
а также концентрации уровня) из измеряемых значений
емкости (емкостный DLTS) или тока (токовый DLTS) [1].
В работе [2] для повышения разрешающей способно-

сти было предложено использовать обратное преобразо-
вание Лапласа сигнала (1), результатом которго будет
сумма δ-функций:

R(s) =
n∑

i=1

C0iδ

(
s − 1

τi(T )

)
, (2)

положение которых по оси абсцисс определяет значения
скоростей эмиссии в (1).
Для численного обращения преобразования Лапласа

в работе [2] использовался алгоритм, разработанный
Стехфестом [3] и Гавером [4]. Этот алгоритм дает
хорошие результаты в случае, когда сама функция и ее
преобразование являются гладкими, но демонстрирует
плохую сходимость для негладких функций. Тот факт,
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что результатом обратного преобразования Лапласа яв-
ляется δ-функция, а также обязательное присутствие
шумовой составляющей в сигнале (1), ограничивает
применение данного алгоритма.
Идея применения обратного преобразования Лапласа

получила продолжение в методе Laplace-DLTS, предло-
женном в работе [5]. В общем случае измеренное зна-
чение емкости представляет собой непрерывный спектр
скоростей эмиссии:

f (t) =

∞∫
0

F(s) exp(−st)ds, (3)

где f (t) — измеренное значение емкости, F(s) —
функция спектральной плотности.
Основная трудность заключается в том, что для ана-

литической зависимости f (t) имеется однозначное ре-
шение F(s), но в случае экспериментально полученных
данных наличие различного вида погрешностей (шумов)
ведет к появлению множества решений, которые могут
сильно отличаться друг от друга.
Задачу восстановления оригинала F(s) по изображе-

нию f (t) можно рассматривать как задачу о нахождении
решения интегрального уравнения Фредгольма 1-го ро-
да, которая относится к классу некорректных задач.
Принимая во внимание дискретный характер экспери-

ментальных данных, можно представить (3) в виде

Ax = b, (4)

где b — вектор N f элементов экспериментальных дан-
ных (емкость), x — вектор NF элементов спектральной
функции плотности и A — матрица размера N f × NF ,
представляющая собой дискретную аппроксимацию ин-
тегрального преобразования Лапласа. Для поиска устой-
чивых решений в методе Laplace-DLTS использовались
алгоритмы, основанные на изложенных в работе [6] спо-
собах решения некорректно поставленных задач, основу
которых составляют методы регуляризации.
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Одной из самых известных форм регуляризации яв-
ляется регуляризация Тихонова [7]. В данном методе
в качестве регуляризованного решения принимается
приближенное решение уравнения xλ , минимизирующее
следующее выражение:

xλ = argmin
{
‖Ax − b‖22 +λ ‖Lx‖22

}
, (5)

где второе слагаемое — стабилизирующий (сглажи-
вающий) функционал, λ — параметр регуляризации,
контролирующий вклад стабилизатора в минимизацию
нормы невязки. В качестве матрицы L может быть взята
единичная матрица In или p × n дискретная аппрок-
симация дифференциального оператора порядка (n−p).
В данной работе использовался вид стабилизирующего
функционала, предложенный в [7].
В практических задачах правая часть — вектор b

всегда содержит различного рода погрешности, такие
как ошибки измерений, аппроксимации или округления.
Представим его в виде

b = b̄ + e, (6)

где e — погрешность, b̄ — невозмущенная правая часть.
Точная правая часть b̄ и соответствующее невозмущен-
ное (точное) решение x̄ неизвестны.
Необходимой составляющей любого процесса регуля-

ризации является процедура выбора параметра регуля-
ризации. Данные методы могут быть разделены на два
класса в зависимости от предположений вида ‖e‖2 —
нормы возмущения (погрешности) правой части b.
Первый класс — методы, основанные на знании или
достаточно достоверной оценке ‖e‖2, второй класс —
методы, не предполагающие знания ‖e‖2.
Примером метода, относящегося к первому классу,

может служить принцип невязки [8], согласно которому
параметр регуляризации выбирается таким, чтобы норма
невязки для регуляризованного решения удовлетворяла
выражению

‖Axreg − b‖2=‖e‖2 . (7)

При этом недооценка ‖e‖2 может приводить к слабой
регуляризации решения с большой нормой и к возник-
новению дополнительных пиков в спектре Laplace-DLTS,
не соответствующих глубокому уровню, а переоценка в
свою очередь — к сильно регуляризованному решению
и снижению разрешающей способности.
Альтернативой могут служить методы, относящи-

еся ко второму классу. Одним их наиболее эф-
фективных и наглядных является метод так назы-
ваемой L-кривой [9–11]. Суть данного метода со-
стоит в вычислении для набора значений парамет-
ра регуляризации λ кривизны линии в координатах
(lg ‖Axλ − b‖2, lg ‖Lxλ ‖2) и поиске точки с максималь-
ной кривизной. Построенный для случая дискретной
некорректной задачи в логарифмических координатах
график приобретает характерную L-образную форму с
хорошо различимым углом, разделяющим вертикальную

Рис. 1. Спектры Laplace-DLTS с выбором параметра регуля-
ризации по невязке. Заданный уровень невязки: a — δ = ‖e‖2
= 1.5363 · 10−2, b — 10−5. Значение параметра регуляризации:
a — λ = 2.5 · 10−1, b — λ = 2.3842 · 10−7.

и горизонтальную части кривой. Вертикальная часть
L-кривой соответствует решениям, в которых величина
‖Lxreg ‖2 наиболее чувствительна к изменениям парамет-
ра регуляризации. Горизонтальная часть соответствует
решениям, в которых норма невязки ‖Axreg − b‖2 более
чувствительна к изменениям параметра регуляризации,
и преобладает влияние погрешности регуляризации.
Таким образом, L-кривая четко показывает оптимум

между нормой решения (т. е. его близостью к точному
решению) и его стабилизацией (сглаженностью). Для
данной правой части b = b̄ + e, очевидно, существует
значение параметра регуляризации, обеспечивающее оп-
тимальную степень регуляризации решения xreg. Одним
их важных свойств L-кривой является тот факт, что
оптимальное значение параметра регуляризации всегда
находится вблизи угла кривой [10], по положению
которого можно найти регуляризованное решение с
наилучшим балансом между нормой невязки и нормой
решения.
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Рис. 2. График L-кривой в логарифмических координатах. Зна-
чение параметра регуляризации, соответствующее наиболее
близкому решению к углу кривой: λ = 5.1795 · 10−7.

Рис. 3. Спектр Laplace-DLTS с выбором параметра регуляри-
зации методом L-кривой. Значение параметра регуляризации:
λ = 5.1795 · 10−7.

В качестве модельного был рассмотрен сигнал вида

S(t) = exp(−3t) + exp(−4t) + exp(−5t)

с добавкой в виде шумовой составляющей (белый гаус-
сов шум).
В начале рассморим результаты обратного преобра-

зования Лапласа данного сигнала с выбором параметра
регуляризации по невязке [8].
Для соотношения шум−сигнал, равного 0.001, были

получены спектры Laplace-DLTS для значений невязок,
начиная с ‖e‖2 (норма возмущения правой части (6)),
и далее в сторону уменьшения. Спектры представлены
на рис. 1. Можно видеть, как меняется регуляризо-
ванное решение в зависимости от заданного уровня
невязки δ и параметра регуляризации λ. На рис. 1, a
изображено сильно регуляризованное решение с боль-

шими значениями δ и λ. Подобная ситуация приводит
к неразрешимости уровней, на спектре Laplace-DLTS
наблюдается одиночный широкий пик. Заметим, что
данный спектр соответствует уровню невязки, равному
норме возмущения правой части ‖e‖2, который в ра-
боте [8] считается приемлемым для выбора параметра
регуляризации. Видно, что использование данного уров-
ня невязки явно недостаточно для разрешения близко
расположенных уровней. Далее, по мере уменьшения δ,
сигналы от разных уровней начинают разделяться, в
некоторый момент регуляризация оптимальна с точки
зрения баланса между нормой невязки и нормой ре-
шения. При дальнейшем уменьшении уровня невязки δ

в спектре Laplace-DLTS появляются артефакты в виде
дополнительных пиков (рис. 1, b), не соответствующих
уровням, присутствующим во входном сигнале DLTS,
что может приводить к ошибкам в определении коли-
чества глубоких уровней и их параметров.
Далее приведены спектры Laplace-DLTS, соответству-

ющие тому же входному сигналу и уровню шума, при
построении которых параметр регуляризации выбирался
с помощью метода L-кривой. На рис. 2 изображен график
L-кривой в логарифмических координатах, полученный
для набора значений λ в пределах [10−10, 1]. Как упо-
миналось выше, оптимальное решение с точки зрения
регуляризованности должно выбираться максимально
близко к положению угла L-кривой (отмечено стрелкой).
Это можно делать визуально, анализируя график в лога-
рифмических координатах, или автоматически, вычисляя
максимальную кривизну 2D-сплайна, аппроксимирующе-
го дискретный набор значений.
На рис. 3 изображен спектр Laplace-DLTS, полученный

для значения λ, найденного с помощью L-кривой. Как
видно, уровни хорошо разрешаются, значения коэффи-
циентов эмиссии соответствуют заданным во входном
сигнале DLTS.
Необходимо отметить, что данный подход может при-

меняться не только для обработки сигналов DLTS, но и
в других задачах, требующих анализа экспоненциальных
сигналов, а также в задачах восстановления сигналов.
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Method of Laplace-DLTS with selection
of regularization parameter by the L-curve

M.N. Levin, A.V. Tatarintzev, A.E. Akhkubekov

Voronezh State University,
394006 Voronezh, Russia

Abstract We propose to use the L-curve approach for choosing
the regularisation parameter in the Laplace-DLTS in order to
exclude uncontrolled mistakes and increase the reliability of results.
The possibilities of the method are demonstrated by numerical
analysis of relaxation of the model signal containing three close
exponents and a noise component. It is shown that the proposed
version of Laplace DLTS with the L-curve approach or the
LL-DLTS is more reliable in comporison with the well-known
Laplace-DLTS with choosing the regularization parameter by
residual.
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