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Развита квантовая теория аккумуляционного слоя для n-типа кристаллов InN и кристаллов со сходными
свойствами, в которой наряду с кулоновским вкладом учтено обменное электрон-электронное взаимодей-
ствие в рамках приближения локальной плотности Кона−Шэма. Применимость теории продемонстрирована
на примере экспериментальных данных, опубликованных в литературе в последнее время. Развитый подход
обеспечивает наиболее надежную базу для определения параметров аккумуляционных слоев.

PACS: 71.20.Nr, 73.20.At, 73.20.Mf, 73.61.Ey

1. Введение

Интерес к проблеме аккумуляционного слоя вблизи
поверхности полупроводника возник в связи с много-
численными данными, полученными недавно при иссле-
довании пленок InN и твердых растворов InGaN [1–7].
Характерной чертой аккумуляционного слоя InN являет-
ся высокая концентрация электронов, которая достигает
величин [6–8], близких к 1021 см−3. Данные, полученные
в экспериментах по фотоэмиссии с высоким разреше-
нием по энергии и углу вылетевших электронов [9],
показали, что электроны аккумуляционного слоя засе-
ляют 2 локализованные вблизи поверхности двумерные
зоны. Это означает, что для вычисления характеристик
аккумуляционного слоя требуется квантовый подход.
Квантовое описание аккумуляционного слоя в прибли-

жении Хартри [10] показало, что нелинейное уравнение
Шредингера имеет только два типа самосогласованных
решений, содержащих одну или две двумерные зоны,
причем решение, содержащее 2 зоны, энергетически
более выгодно. Эти результаты согласуются с экспери-
ментальными данными, однако остается вопрос о том,
как повлияет учет обменного электрон-электронного
взаимодействия на решение в приближении Хартри.
Этот вопрос возникает еще и потому, что в рабо-

тах [11,12] с использованием различных подходов было
показано, что учет обменного взаимодействия приводит
к увеличению числа локализованных двумерных зон в
аккумуляционном слое. Данный факт не существен в
случаях, рассмотренных в работах [11,12], где предпо-
лагалось, что только наиболее глубокие состояния акку-
муляционного слоя заполнены электронами, поскольку
только заполненные состояния двумерных зон опре-
деляют конфигурацию потенциальной ямы. Однако в
случае материала n-типа, например InN, все возможные
состояния оказываются заполненными электронами и
соответственно дают вклад в самосогласованную потен-
циальную энергию электрона в аккумуляционном слое.
В этом случае нарушаются условия, которые необхо-
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димы для самосогласования. Этот вопрос исследовал-
ся в работе [10] в рамках приближения Хартри, где
было показано, что, допустив существование третьего
состояния, мы приходим к выводу, что процедура са-
мосогласования оказывается расходящейся по причине
неограниченного увеличения ширины аккумуляционного
слоя за счет возрастания числа двумерных зон.
В данной работе мы покажем, что проблема уче-

та обменного электрон-электронного взаимодействия в
аккумуляционном слое может быть решена в рамках
приближения локальной плотности Кона−Шэма при
учете пониженной размерности электронных состояний,
что не было принято во внимание в работах [11,12].

2. Приближение локальной плотности
Кона−Шэма

Для описания обменного взаимодействия мы исполь-
зуем потенциал Кона−Шэма в приближении локальной
плотности, как и в работе [12]. Включение обменного
потенциала в модель аккумуляционного слоя, рассмот-
ренную ранее в работе [10], приводит к уравнению
Хартри−Фока−Слэйтера [13]:

− �
2

2m∗
d2ψn

dz 2
+ e[�(z ) + Vex(z )]ψn(z ) = �ωnψn(z ). (1)

Здесь n нумерует энергии и волновые функции двумер-
ных зон, а электростатический потенциал Хартри �(z )
выражается через плотность электронов δn(z ), компен-
сирующих поверхностный заряд Qs,

�(z ) = −2πe
ε

∫
z ′dz ′δn(z + z ′), (2)

где ∫
dzδn(z ) = Qs,

и ε есть электронная диэлектрическая проницаемость.
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В пределе низких температур плотность электронов
аккумуляционного слоя, заселяющих двумерные зоны,
есть

δn(z ) =
λ

2π
2m∗

�2

∑
n

�ωnψ
2
n(z ), (3)

где λ — перенормировка кулоновского взаимодействия,
возникающая в процессе самосогласования [10]. Полу-
ченное выражение (3) представляет собой трехмерную
плотность электронов, заселяющих двумерные зоны в
аккумуляционном слое. Покажем теперь, что мы можем
выразить потенциальную энергию обменного взаимо-
действия через функцию, имеющую смысл одномерной
плотности.
Рассмотрим сначала подробнее ситуацию в однород-

ном случае, предполагая цилиндрическую симметрию
электронной плотности. Для этого выразим трехмер-
ную плотность n через 2 параметра, имеющих смысл
средних расстояний. Пусть среднее расстояние между
электронами в плоскости есть Rs , а в направлении,
перпендикулярном плоскости,— ζs . Тогда мы имеем

n =
1

πR2s ζs
. (4)

Таким образом, в отличие от трехмерной задачи, где
среднее расстояние между частицами rs связано с плот-
ностью электронов соотношением rs = [3/4πn]1/3 и не
зависит от направления, здесь мы имеем 2 не равных па-
раметра Rs �= ζs . При этом величина 1/(πR2s ) = nζs име-
ет смысл плотности электронов в плоскости, а 1/ζs —
одномерной плотности в перпендикулярном направ-
лении.
Применим теперь полученные соотношения к неодно-

родной трехмерной плотности аккумуляционного слоя,
заменяя постоянную величину ζs на переменную ζ (z ):

δn(z ) =
1

πR2s ζ (z )
. (5)

Плотность электронов в плоскости в данном случае
получается усреднением по z ,

1
πR2s

=
∫

dzδn(z ) = Qs, (6)

и выражается таким образом через плотность поверх-
ностного заряда

Qs =
∫

dzδn(z ),

оставаясь постоянной величиной.
Переменная одномерная плотность электронов,

1/ζ (z ) = δñ(z ), получается с использованием соотноше-
ний (5) и (6) в виде

δñ(z ) = δn(z )πR2s =
δn(z )

Qs
. (7)

Таким образом, в аккумуляционном слое одномерная
плотность электронов, заселяющих двумерные зоны,
дается выражением (7).

Функционал обменной энергии Кона−Шэма в прибли-
жении локальной плотности [14] и потенциальная энер-
гия, равная вариационной производной от функционала
энергии δEex(n)/δn, определяются обычно для размерно-
сти D = 3. Для того чтобы экстраполировать функцио-
нал на размерность D = 1, мы представим Eex(n) в виде

Eex(n) = − D
D + 1

[
3
π

]1/3 e2

2

∫
dDrn(r)

D+1
D . (8)

При D = 3 как функционал Eex(n), так и его вари-
ационная производная совпадают с известными функ-
циями [13,14]. В частности, потенциальная энергия об-
менного взаимодействия оказывается пропорциональ-
ной n1/3. Именно такая зависимость потенциальной
энергии от концентрации электронов была получена в
работе [12]. Поскольку n1/3 ∝ |ψ(z )|2/3, потенциальная
энергия оказывается недостаточно быстро убывающей
функцией z , что приводит к неограниченному нараста-
нию числа состояний, которые необходимо включить в
процедуру решения.
Подставляя далее в (8) D = 1 и одномерную плот-

ность δñ(z ) из (7), мы получаем функционал плотности
обменной энергии в виде

Eex
(
δñ(z )

)
= −1

2

[
3
π

]1/3 e2

2

∫
dz [δñ(z )]2 (9)

и потенциальную энергию

eVex(z ) =
δEex

(
δñ(z )

)
δ[δñ(z )]

= −
[
3
π

]1/3 e2

2
δñ(z ). (10)

Таким образом, в случае систем с неоднородностью
в одном направлении приближение локальной плотно-
сти для обменной энергии приводит к потенциальной
энергии, сильно зависящей от волновой функции как
δñ(z ) ∝ |ψ(z )|2. Этот результат существенно отличается
от слабой зависимости n1/3 ∝ |ψ(z )|2/3, полученной в
работе [12]. Полученное нами выражение (10) обеспечи-
вает сходимость процедуры самосогласования для двух
типов решения, как в приближении Хартри [10].
Далее необходимо отметить то обстоятельство, что

функционал плотности обменной энергии [14] был по-
лучен для свободных электронов и абсолютная вели-
чина (10) соответствует свободным электронам. Как
было показано в [15], наблюдаемое в оптических экспе-
риментах сужение запрещенной зоны с увеличени-
ем концентрации электронов, обусловленное обменным
взаимодействием, существенно отличается от теорети-
ческой величины. Это прежде всего можно объяснить
тем, что свойства электронов в твердом теле могут
заметно отличаться от свойств свободных электронов,
особенно при высоких концентрациях, что не учитыва-
ется в простом приближении эффективной массы [15].
В случае кристаллов InN сужение запрещенной зоны
составляет величину порядка 20% от теоретического
значения, что заметно меньше, чем в случае GaN и
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особенно в GaAs. Этот факт, как и непараболичность
дисперсии электронной зоны, указывает на значительное
отступление от простого приближения эффективной
массы в случае InN.
Для того чтобы учесть различия в теоретической и

экспериментальной величинах обменной энергии, мы
введем поправочный коэффициент α. В результате име-
ем окончательно

eVex(z ) = −
[
3
π

]1/3
αe2

2
δñ(z ). (11)

3. Сравнение с экспериментальными
данными

Для то чтобы получить характеристики типичного
аккумуляционного слоя InN, мы используем карту ин-
тенсивности фототока, представленную на рис. 3 из
работы [9], которая дает информацию о дисперсии элек-
тронной зоны. Дисперсия зоны проводимости в парабо-
лическом приближении аппроксимируется эффективной
массой m∗ = 0.15m0. Для учета непараболичности мы
используем выражение

ε(k) =

⎧⎨
⎩

√
E0�2k2

2m�

+
E20
4

− E0
2

⎫⎬
⎭ ,

что соответствует линейному возрастанию эффектив-
ной массы с увеличением кинетической энергии [10]
m∗ = m�(1+ E/E0), где m� — эффективная масса в
�-точке (m� = 0.07m0) и E0 — параметр непарабо-
личности (E0 = 0.4 эВ). Энергия Ферми для образца
с концентрацией электронов 4 · 1019 см−3 с учетом
непараболичности равна 0.330 эВ. Глубина локализации
основного состояния двумерной зоны относительно дна
зоны проводимости составляет E1 = −0.47 эВ. Близкие
значения параметров были получены ранее в [10] для
образца с концентрацией электронов 6 · 1018 см−3 [9].
Результаты самосогласованных вычислений электрон-

ных плотностей для двух двумерных зон и конфигурации
потенциальных ям в параболическом и непараболиче-
ском приближениях представлены на рис. 1, a−d.
Электронные плотности на рис. 1, a, b имеют струк-

турные особенности, обусловленные наличием двух дву-
мерных зон. На рис. 1, c, d показаны соответствующие
изгибы зоны проводимости и валентной зоны, величи-
на вклада обменного взаимодействия и неоднородное
сужение ширины запрещенной зоны за счет обмен-
ного электрон-электронного взаимодействия. Сужение
запрещенной зоны вызвано тем, что кулоновский по-
тенциал (2) дает одинаковые вклады как в изгиб зоны
проводимости, так и в изгиб валентных зон, а вклад
обменного потенциала (11) существует только для зоны
проводимости.

Рис. 1. Неоднородные плотности электронов в аккуму-
ляционном слое δn(z ) в параболическом (a) и непарабо-
лическом (b) приближениях при ε = 7.16. Высота барьера
кристалл−вакуум взята равной 6 эВ. Плотности поверхност-
ного заряда, 1013 см−2: a — 5.20, b — 6.76. Изгибы зон
проводимости и валентной в параболическом (c) и непарабо-
лическом (d ) приближениях. Vex(z ) — потенциальная энергия
обменного взаимодействия при α = 0.18. Разность между кри-
выми 1 и 2 дает неоднородное сужение запрещенной зоны, обу-
словленное обменным взаимодействием Vex(z ). E1 — основное
состояние двумерных зон, представляющее собой квантовую
границу электронных состояний в аккумуляционном слое.
EF — энергия Ферми, соответствующая концентрации элек-
тронов 4 · 1019 см−3.

Представляется интересным сравнить характеристики
аккумуляционного слоя, вычисленные с использованием
экспериментальных данных [9], с данными других авто-
ров, полученных на образцах InN, имеющих различное
происхождение.
Вначале мы сравним вычисленные плотности электро-

нов рис. 1, a, b с распределением плотности электронов,
полученным из вольт-емкостных измерений работы [7]
для двух различных образцов InN. На рис. 2 показано,
что вычисленные и экспериментальные данные находят-
ся в хорошем согласии.
Далее для сравнения мы используем зависимость

концентрации электронов от толщины образца, которая
была установлена в работе [1]. Авторы [1] связывали
изменение холловских данных по концентрации с из-
менением толщины образца с различным вкладом акку-
муляционного слоя на поверхности (и на интерфейсе)
пленки InN в общее содержание электронов в образце.
Модель, описывающая различные вклады в изменение
концентрации электронов с толщиной образца, была
рассмотрена в работе [16]. На рис. 3 представлена
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зависимость средней концентрации электронов от тол-
щины образца с использованием данных рис. 1, b. Для
простоты мы рассмотрели единственный механизм такой
зависимости, который связан с аккумуляционным слоем

Рис. 2. Плотности электронов в аккумуляционном слое
по данным вольт-емкостных измерений [7] для двух пле-
нок InN (символы). Кривые 1 и 2 — полные плотности
n(z ) = nb + δn(z ) для функций δn(z ) (рис. 1), вычисленных
в параболическом (1) и непараболическом (2) приближениях;
nb = 1.2 · 1018 см−3 — концентрация электронов в объеме.

Рис. 3. Усредненные плотности электронов nav в зависи-
мости от толщины образца T = z , вычисленные по фор-
мулам nav = Qs/T (кривая 1), nav = Qs/T + nb (кривая 2)
и nav = 2Qs/T + nb (кривая 3), при объемной плотно-
сти nb = 3 · 1017 см−3 для плотности поверхностного заря-
да

∫
dz δn(z ) = Qs = 6.76 · 1013 см−2, которой соответствует

плотность электронов на рис. 1, b. Символы — данные хол-
ловских измерений из работы [17] для образцов InN разной
толщины.

Рис. 4. Люминесценция образца InN с холловской концентра-
цией nH = 4.2 · 1018 см−3 (a): 1— вычисленный контур полосы
люминесценции для однородного распределения электронов
при концентрации nPL = 5 · 1017 см−3; 2 и 3 — вычисленные
контуры полосы люминесценции, когда вклад аккумуляцион-
ного слоя ограничен одной из вертикальных линий, пока-
занных на рис. 4, b. Аппроксимация неоднородной плотности
электронов ncl(z ) в приближении Томаса−Ферми [8] (b):
1 и 2 — полные плотности электронов n(z ) = nb + δn(z ) для
функций δn(z ), показанных на рис. 1 при nb = 5 · 1017 см−3.
Вертикальные линии (A и B) показывают границу между
областями образца, принимающими (справа от вертикальных
линий) и непринимающими (слева) участие в формировании
полосы люминесценции.

на поверхности и с возможным влиянием двух аккумуля-
ционных слоев на поверхности и на интерфейсе. На том
же рисунке приведены данные холловских измерений
концентрации [17] для серии образцов разной толщины,
имеющих одинаковое происхождение. Можно отметить
удовлетворительное согласие и в этом случае.
Как было показано в работе [8], в спектре межзонной

рекомбинации в ряде образцов наблюдается высокоэнер-
гетический хвост полосы люминесценции, который мож-
но объяснить люминесценцией из области аккумуляци-
онного слоя. Согласие с экспериментальным контуром
полосы люминесценции было получено в [8] в рамках
классической теории Томаса−Ферми при предположе-
нии, что в формирование полосы люминесценции дают
вклад аккумуляционный слой (за исключением верхней
части толщиной 5.7 нм) и объемная часть образца с
концентрацией n0 = 5 · 1017 см−3 (кривая 2 на рис. 4).
Как показно на рис. 4, в указанной области образца кон-
центрация, полученная при использовании классической
теории, и результаты вычислений, данные на рис. 1, a, b,
хорошо согласуются. При этом можно заключить, что
люминесценция из аккумуляционного слоя происходит
за счет состояний второй более мелкой двумерной зоны,
волновая функция которой проникает в объемную часть
образца достаточно глубоко.

4. Заключение

В заключение отметим, что развитый в данной работе
последовательный подход к задаче аккумуляционного
слоя для полупроводников n-типа принимает во вни-
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мание как кулоновское взаимодействие электронов с
поверхностным зарядом и между собой, так и обменное
электрон-электронное взаимодействие.
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Abstract The exchange interaction in the Kohn−Sham local
density approximation is considered in the planar accumulation
layer problem of n-type InN. The applicability of the theory
is demonstrated by using recent literature data. The approach
developed provides more solid data on the accumulation layer
parameters.
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