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С использованием прямого численного моделирования методом Монте-Карло изучен эффект возникно-
вения постоянной (перпендикулярной тянущему постоянному электрическому полю) составляющей тока
в ситуации, когда на образец графена нормально к его поверхности падает эллиптически поляризованная
электромагнитная волна. Исследована зависимость тока от частоты падающей электромагнитной волны и
сдвига фаз между ее компонентами.

1. Введение

В последнее время значительный интерес вызывает
исследование электронных свойств нового перспектив-
ного материала наноэлектроники — графена [1–10].
Примечательно, что даже в квазиклассической ситуации
в графене можно ожидать проявления интересных эф-
фектов. Например, в [10] с использованием квазиклас-
сического подхода предсказан эффект возникновения
постоянной составляющей тока, перпендикулярной тя-
нущему постоянному электрическому полю, в ситуации,
когда на образец графена нормально к его поверхно-
сти падает эллиптически поляризованная электромаг-
нитная волна (геометрию задачи смотри на рис. 1, где
E1 = E10 cos(ωt), E2 = E20 cos(ωt + ϕ) — составляющие
напряженности переменного электрического поля, k0 —
волновой вектор, Ec — напряженность постоянного
электрического поля). Было показано, что величина
постоянного тока зависит от разности фаз компонент
эллиптической волны вдоль осей координат x , y . Инте-
грал столкновений уравнения Больцмана был выбран в
простейшем виде, соответствующем постоянной частоте
столкновений. Возникает естественный вопрос, не яв-
ляется ли данный эффект следствием специфического
выбора модели столкновительного члена. В настоящей
работе сделана попытка обосновать эффект [10] без ис-
пользования модели постоянной частоты столкновений,
путем прямого численного моделирования с помощью
метода Монте-Карло [11,12]. Рассеивателями носителей
тока считались фононы (как акустические, так и оптиче-
ские).

2. Описание метода

Считаем, что в промежутках между актами рассеяния
электрон в электрическом поле E движется согласно
уравнению движения

dp
dt

= eE(t). (1)
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Время движения электрона до очередного столкновения
определяется из решения уравнения

r =

t∫
0

W
(
p(t′)

)
exp

[ t′∫
0

W
(
p(t′′)

)
dt′′

]
dt′, (2)

где r — равномерно распределенное на интервале [0,1]
случайное число, W (p) — полная вероятность рассеяния
электрона с импульсом p. Для того чтобы избежать
решения громоздкого уравнения (2), при определении
времени пробега используется стандартный прием, пред-
ложенный Ризом [12], который заключается во введении
процесса саморассеяния. Вероятность саморассеяния из
состояния p в состояние p′ определяется как

W (p, p′) = W0(p)δ(p − p′). (3)

Из (3) видно, что состояние электрона при таком
рассеянии не меняется, поэтому саморассеяние не имеет
физического значения и величина W0(p) может быть
выбрана произвольно. Включив вероятность (3) в урав-
нение (2), получим

r =

t∫
0

[
W

(
p(t′)

)
+ W

(
p(t′)

)]

× exp

( t′∫
0

[
W

(
p(t′′)

)
+ W0

(
p(t′′)

)]
dt′′

)
dt′. (4)

Выбрав W0(p) в виде W0(p′) = �−W
(
p(t′)

)
, где � —

некоторая постоянная, приводим уравнение для опреде-
ления времени очередного свободного пробега электро-
на к виду

r = 1− exp(−�t). (5)

Величина � должна быть достаточно большой, чтобы
в интересующей нас области импульсного пространства
величина W0(p) была больше нуля.
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Рис. 1. Геометрия задачи.

Разыграв время свободного пробега, вычисляем оче-
редное значение перемещения вдоль осей координат.
Далее определяем механизм рассеяния с помощью рав-
номерно распределенной на интервале [0, �] случайной
величины s исходя из неравенств

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Wopt(p) > s, оптические фононы,

Wac(p) + Wopt(p) > s >Wopt(p), акустические фононы,

Wac(p) + Wopt(p) < s, саморассеяние.
(6)

Здесь Wopt(p) — вероятность рассеяния на оптических
фононах, Wac(p) — вероятность рассеяния на акустиче-
ских фононах. Из (6) следует, что величина � должна
быть не очень большой, чтобы саморассеяние встреча-
лось как можно реже. Далее с помощью выражений для
вероятности рассеяния из состояния p в состояние p′

рассчитываются импульсы после столкновения, и про-
цесс начинается заново для нового шага.

Кроме описанного выше метода определения времени
свободного пробега нами применялся также следующий
прием. Уравнение (2) можно свести к виду

r = 1− exp

[ t∫
0

W
(
p(t′)

)
dt′

]
. (7)

Время „опыта“ разбивалось на малые промежутки
длительностью �t, и интеграл в (7) заменялся интег-
ральной суммой по методу трапеций. Далее в цикле рас-
считывались на каждом шаге �t приращение импульса
электрона, его перемещение и значение интегральной
суммы, до тех пор пока не выполнится условие

− ln(r) ≤ �t
2

∑
i

[
W (pi) + W (pi−1)

]
. (8)

Момент времени, в который впервые выполняется (8),
является моментом столкновения. После этого с по-
мощью равномерно распределенной на интервале [0,1]
случайной величины s определялся механизм рассеяния

по правилу

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Wopt(p)
Wac(p) + Wopt(p)

≥ s, оптические фононы,

Wopt(p)
Wac(p) + Wopt(p)

≤ s, акустические фононы.

(9)

Далее с помощью выражений для вероятности рас-
сеяния из состояния p в состояние p′ рассчитываются
импульсы после столкновения, и процесс начинается
заново для следующего шага.

Моделирование по обоим методам сравнивалось.
Сравнение показало совпадение (в пределах погреш-
ности) результатов вычислений по этим алгоритмам.
Погрешность вычисления оценивалась по величине стан-
дартного отклонения тока следующим образом: количе-
ство опытов и количество столкновений в опыте брались
такими, чтобы тройное стандартное отклонение тока
было как минимум на порядок меньше характерных
средних величин тока, полученных в результате модели-
рования. Добавим, что второй метод оказался в 2−3 раза
менее затратным по использованному компьютерному
времени.

Рассчитаем далее вероятности рассеяния электрона на
акустических и оптических фононах.

3. Вероятность рассеяния
на акустических фононах

Вероятность рассеяния электрона в единицу времени
из состояния с импульсом p в состояние p′ дается
выражением [13]

Wp,p′ =
2π
�

1 + cosφ
2

∣∣C|p−p′|/�
∣∣2

×
{
(N|p−p′|/� + 1)δ

[
ε(p) − ε(p′) − �ωq

]

+ N|p−p′|/� δ
[
ε(p) − ε(p′) + �ωq

]}
. (10)

Здесь φ — угол между векторами p и p′,
|C|p−p′|/�|2 — квадрат модуля матричного элемента
электрон-фононного взаимодействия, ωq — частота фо-
нона. В случае акустических фононов |C|p−p′|/�|2 =
= �qD2

a/(2ρs2L2), где Da — константа деформационного
потенциала, q — модуль волнового вектора фонона, ρ —
поверхностная плотность материала, s — скорость звука
в графене, L — линейный размер основной области
кристалла, N|p−p′|/� — планковская функция распреде-
ления фононов. В дальнейшем будет рассматриваться
динамика носителей тока при комнатной температуре
(T = 300K). В этом случае �ωq/kT � 1 (k — постоян-
ная Больцмана) и функцию распределения акустических
фононов можно взять в виде N|p−p′|/� = kT/�ωq . Кро-
ме того, в силу условия s � v f (v f — фермиевская
скорость) рассеяние на акустических фононах можно
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считать упругим и пренебречь энергией фонона в ар-
гументах δ-функций в (10). С учетом вышесказанного
формула (10) преобразуется к виду

Wp,p′ =
2πD2

a kT
ρs2�L2

1 + cosφ
2

δ
(
ε(p) − ε(p′)

)
. (11)

Для нахождения вероятности рассеяния электрона с
импульсом p на акустических фононах в единицу вре-
мени проинтегрируем (11) по конечному импульсу
(при этом перейдем к безразмерному импульсу по
правилу v f p/kT → p). В результате получим

Wp = νa

√
p2 +

( �

kT

)2
. (12)

В (12) введено обозначение νa = (kTDa)2/(2ρs2 �
3 v2

f ).
При типичных значениях параметров (Da ≈ 18 эВ,
T = 300K) νa ≈ 2.34 · 1011 с−1.

4. Вероятность рассеяния
на оптических фононах

Исходим из общей формулы (10). Фононы будем счи-
тать бездисперсионными (ωq = ω0 = const) с энергией
�ω0 = 160 мэВ [14]. При температуре T = 300K имеем
отношение �ω0/kT ≈ 6 и соответственно N|p−p′|/� � 1.
Таким образом, вторым слагаемым в фигурных скоб-
ках в (10) можно пренебречь и заменить множи-
тель N|p−p′|/� + 1 в первом слагаемом единицей. Кро-
ме того, в случае оптических фононов |C|p−p′|/�|2 =
= �D2

o/(2ρω0L2), где Do — константа взаимодействия
с оптическими фононами. Таким образом, с учетом
вышесказанного формула (10) для оптических фононов
примет вид

Wp,p′ =
πD2

o

ρω0L2

1 + cosφ
2

δ
(
ε(p) − ε(p′) − �ω0

)
. (13)

Проинтегрировав (13) по конечному импульсу, най-
дем вероятность рассеяния электрона на оптических
фононах в единицу времени (при этом перейдем к
безразмерному импульсу по тому же правилу, что и в
случае акустических фононов). В результате получим

Wp =

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
νo

[√
p2 +

(
�

kT

)2
− β

]
при

√
p2+

(
�

kT

)2
− β ≥ �

kT

0 при

√
p2 +

(
�

kT

)2
− β <

�
kT . (14)

Здесь β = �ω0/kT , νo = kTD2
o/(4v

2
f ρω0�

2). При ти-
пичных значениях параметров (Do ≈ 1.4 · 109 эВ/см,
T = 300K) νo ≈ 2.67 · 1011 с−1.

5. Результаты моделирования

Численное исследование показало, что предсказанный
в [10] эффект имеет место только при учете неупру-
гости в столкновениях электрона с нерегулярностями
кристаллической решетки. Если оптические фононы вы-
ключались из рассмотрения и моделирование проводи-
лось только с использованием в качестве рассеивателей
акустических фононов (рассеяние на которых считалось
упругим), то средний по времени ток, перпендику-
лярный тянущему постоянному электрическому полю,
был равен нулю. Это в свою очередь говорит о том,
что простейший член столкновений (в приближении
постоянной частоты столкновений) учитывает в какой-
то мере неупругие механизмы рассеяния, необходимые
для возникновения описываемого эффекта. Последнее
также ясно из того, что при расчете джоулева тепла в
модели интеграла столкновений с постоянной частотой
релаксации оно получается пропорциональным частоте
столкновений.

Таким образом, даже простейший выбор члена столк-
новений позволяет качественно судить об эффектах,
связанных с переносом заряда в графене и обязанных
своим существованием неаддитивности энергетического
спектра носителей тока в нем.

Тем не менее отметим, что результаты моделирования
не полностью совпали с результатами расчета, проведен-
ного в [10]. На рис. 2 представлены зависимости средней
составляющей тока 〈 jx 〉, перпендикулярной тянущему
постоянному электрическому полю, от частоты элек-
тромагнитной волны при различных значениях фазового
сдвига ϕ. Из них видно, что при увеличении частоты
поведение 〈 jx 〉 зависит от ϕ, что находится в противо-
речии с результатами [10], где отмечалось монотонное
падение 〈 jx 〉 с ростом частоты. Кроме того, выявился
следующий эффект: в [10] было предсказано, что за-

Рис. 2. Типичные зависимости средней составляющей тока
〈 jx〉 от частоты электромагнитной волны при различных
значениях фазового сдвига: ϕ = 0 (1), π/4 (2), π/2 (3).
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Рис. 3. Характерная зависимость α(ω).

висимость 〈 jx 〉 от сдвига фаз ϕ компонент падающей
электромагнитной волны должна иметь вид

〈 jx 〉 = j0 cosϕ, (15)

где j0 — некоторая постоянная, зависящая от других
параметров задачи. Однако моделирование показало, что
такая зависимость имеет несколько иной вид:

〈 jx 〉 = j0 cos(ϕ + α), (16)

где α зависит от частоты падающей электромагнитной
волны, но не зависит от напряженностей электрических
полей (по крайней мере в пределах статистических по-
грешностей моделирования такой зависимости выявлено
не было). Сказанное означает, что модель интеграла
столкновений с постоянной частотой релаксации не
полностью учитывает особенности рассеяния в графене
в задачах, где решающую роль играет неупругое рассея-
ние. Для прояснения сути вопроса нами было проведено
сравнение результатов моделирования по методу Монте-
Карло с результатами, полученными при расчете с одной
из простейших моделей интегралов столкновений, в
которых явно делается попытка разделения процессов
столкновения на упругие и неупругие, а именно с
интегралом столкновений в виде [15]:

Ic =
f (p) − F(p)

τ1
+

f (p) − f (−p)
2τ2

, (17)

где F(p) — равновесная функция распределения,
τ1, τ2 — константы. Расчеты с интегралом (17) показали,
что исследуемая зависимость имеет вид (15), а не (16).
Можно сделать вывод, что использование простейших
интегралов столкновений не вполне корректно описы-
вает процессы рассеяния носителей тока в графене,
по крайней мере в задачах, где основной вклад в
исследуемый эффект дает неупругое рассеяние.

Отметим также, что в [10] дано макроскопическое
объяснение зависимости (15). Более корректным будет,

на наш взгляд, следующее объяснение. Вектор jx может
быть построен из векторов E1, E2, Ec и их производных
по времени следующим образом:

jx =
〈
λ1

[
E1[E2Ec ]

]
+λ2

[
dE1

dt
[E2Ec ]

]
+λ3

[
E1

[
dE2

dt
Ec

]]〉
.

(18)
где λ1, λ2, λ3 — некоторые константы, зависящие от
параметров среды и частоты электромагнитной волны,
а угловые скобки означают усреднение по периоду
электромагнитной волны. Отметим, что выражение (18)
написано в низшем неисчезающем порядке по напряжен-
ностям полей. Если подставить в (18) выражения для
электромагнитных полей и произвести усреднение, то
можно получить формулу

〈 jx 〉 = j0 cos

{
ϕ − arctg

[
ω(λ2 − λ3)

λ1

]}
. (19)

Сравнивая (16) и (19), видим, что
α = − arctg[ω(λ2 − λ3)λ−1

1 ]. На рис. 3 приведена харак-
терная зависимость α(ω). Из рисунка видно, что α моно-
тонно растет с ростом частоты электромагнитного по-
ля ω и при частотах ω/νo≈30 переходит к насыщению.

Сделаем некоторые численные оценки. При ти-
пичных значениях параметров графена (n ≈ 1010 см−2,
v f = 108 см/c), частоте волны ω ≈ 1013 с−1, напряжен-
ностях электрических полей E10, E20, Ec ≈ 1CGS и при
комнатных температурах поверхностная плотность тока
jx ≈ 10−6 A/см, что представляется вполне измеримой
величиной.

Работа проводилась в рамках программы Министер-
ства образования и науки „Развитие научного потенциа-
ла высшей школы“. Работа поддержана грантом РФФИ
№ 10-02-97001-р_поволжье_а.
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Numerical simulation of the current
rectification effect induced
by an electromagnetic wave in grafene

D.V. Zavyalov, S.V. Kryuchkov, T.A. Tyul’kina

Volgograd State Pedagogical University,
400131 Volgograd, Russia

Abstract Using the direct numerical modeling by the Monte
Carlo method it was studied the effect of appearance of the direct
current which is perpendicular to the draw electric field, in the
case when elliptically polarized electromagnetic wave propagates
normally to the surface of graphene. The dependences of the
current on the frequency of the incident wave and on the phase
displacement between the components of this wave was obtained.
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