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Решена задача о проникновении низкочастотного электрического поля через тонкостенный бесконечный
проводящий цилиндр, на оси которого находится идеально тонкая незамкнутая эллипсоидная проводящая
оболочка, методом парных уравнений с использованием соответствующих теорем сложения и усредненных
граничных условий. Численно исследовано влияние угла раствора незамкнутой эллипсоидальной оболочки
на коэффициент ослабления поля внутри этой оболочки для некоторых геометрических параметров экранов.

С практической и теоретической точек зрения важным
классом задач электродинамики являются задачи экра-
нирования электромагнитных полей (ЭМП). В случае
тонкостенных экранов не проводят исследование элек-
тромагнитных процессов в слое экрана, а связывают
ЭМП по обе стороны проводящего экрана с помощью
эквивалентных граничных условий, заданных на сре-
динной поверхности экрана [1–3]. Такой подход строго
обоснован, если толщина экрана не превышает глубину
проникновения ЭМП. В данной работе исследуется про-
никновение низкочастотного электрического поля через
тонкостенную цилиндрическую проводящую оболочку
в присутствии тонкой незамкнутой эллипсоидальной
идеально проводящей оболочки. Полученные результаты
могут быть использованы при конструировании экрани-
рующих систем.

Постановка задачи экранирования

Пусть в однородном изотропном пространстве R3

с диэлектрической проницаемостью ε0 находится тон-
костенный бесконечный цилиндр 0 толщины 1. На оси
цилиндра расположена идеально тонкая незамкнутая
вытянутая эллипсоидальная идеально проводящая обо-
лочка S, расположенная на вытянутом эллипсоиде вра-
щения S1 (см. рисунок). Среда, заполняющая тонко-
стенный цилиндр 0, характеризуется диэлектрической
проницаемостью ε, магнитной проницаемостью µ и элек-
трической проводимостью γ . На окружности радиуса
l > d равномерно распределен электрический заряд q,
колеблющийся по закону q cosωt, где ω — круговая
частота.
Для решения задачи свяжем с точкой O цилиндриче-

ские {ρ, ϕ, z} и вырожденные эллипсоидные {α, β, ϕ}

координаты. Оболочка S в системе координат {α, β, ϕ}
описывается следующим образом:

S =
{
α = α0 = Arch

b
c
, 0 ≤ β ≤ β0 < π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

где c =
√

b2 − a2 — половина межфокусного расстоя-
ния, b и a — большая и малая полуоси эллипсоида
соответственно.
Далее условно разобьем все пространство R3 поверх-

ностью эллипсоида S1 и срединной поверхностью 0̃

тонкостенного цилиндра 0 радиуса d на три области:
D1 — область, расположенная внутри эллипсоида S1,
D3 — область вне цилиндра 0̃, D2 = R3 \ (D̄1 ∪ D̄2).
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Ставится задача о рассеянии первичного поля на
системе экранов 0 и S с учетом проникновения поля
через цилиндрический слой 0, при этом предполагается
непроницаемость оболочки S для поля.
Обозначим через Ud потенциал первичного поля,

Uj — потенциал вторичного поля в области D j ,
j = 1, 2, 3. В квазистационарном приближении решение
задачи сводится к нахождению электрических потенциа-
лов Uj в областях D j , j = 1, 2, 3, удовлетворяющих:

уравнению Лапласа 1Uj = 0;
граничным условиям на срединной поверхно-

сти 0̃ [4, с. 86], описывающим проникновение поля
через тонкостенный цилиндрический слой 0,

∂

∂ρ
(U3 + Ud −U2)

∣∣∣
0̃

= −pF(U3 + Ud + U2)
∣∣
0̃
, (1)

∂

∂ρ
(U3 + Ud + U2)

∣∣∣
0̃

= qF(U3 + Ud −U2)
∣∣
0̃
, (2)

где

p =
ε′δ
2ε0

, q =
2

ω2δµε0
, δ =

2
k
tg

(
k1
2

)
,

k = ω
√
µε′, 0 ≤ arg k < π,

ε′ = ε + i
γ

ω

— комплексная диэлектрическая проницаемость;
ω = 2π f — круговая частота поля; F(Uj ) =
= (n, rot [n× gradUj ]) — граничный оператор на
срединной поверхности 0̃ цилиндрической оболочки 0;
n — единичная нормаль к поверхности 0̃, направленная
в область D3;

граничному условию на поверхности тонкой незамк-
нутой эллипсоидальной идеально проводящей обо-
лочке S

U2(M)
∣∣
M∈S

= V − const, (3)

условию на бесконечности

Uj (M) → 0 при M → ∞; j = 2, 3, (4)

где M — произвольная точка области D j .
Потребуем также выполнения условия непрерывности

потенциала на поверхности S1 и условия непрерывности
поля на открытой части поверхности эллипсоида S1 \ S

U1 = U2, α = α0, 0 ≤ β ≤ π, (5)

∂U1

∂α
=

∂U2

∂α
, α = α0, β0 < β ≤ π. (6)

Граничный оператор F(Uj ) в цилиндрической системе
координат имеет представление [3]

F(Uj ) =
1
ρ2

∂2

∂ϕ2
Uj +

∂2

∂z2
Uj . (7)

Представление решения задачи

Потенциал первичного поля имеет представление

Ud = U0

∞∫
−∞

f (λ)
I 0(λρ)
I 0(λd)

exp(iλz) dz, (8)

где

U0 =
q

4π2ε0
, f (λ) = K0(|λ|l)I 0(λd) exp(−iλz0),

z0 — расстояние от начала координат.
Потенциалы Uj ищем в виде суперпозиции цилиндри-

ческих и эллипсоидальных гармонических функций так,
чтобы выполнялось условие на бесконечности (4),

U1(α, β) =
U0

d

∞∑
n=0

ỹn
Pn(chα)
Pn(chα0)

Pn(cos β) в D1,

U2 = U (1)
2 (α, β) + U (2)

2 (ρ, z) в D2, (9)

где

U (1)
2 (α, β) =

U0

d

∞∑
n=0

yn
Qn(chα)
Qn(chα0)

Pn(cos β), (10)

U (2)
2 (ρ, z) = U0

∞∫
−∞

Z(λ)
I 0(λρ)
I 0(λd)

exp(iλz) dλ, (11)

U3(ρ, z) = U0

∞∫
−∞

Z̃(λ)
K0(|λ|ρ)
K0(|λ|d)

exp(iλz) dλ в D3. (12)

Здесь Pn(cos β) — полиномы Лежандра, Pn(z) и Qn(z) —
функции Лежандра первого и второго рода соответ-
ственно, I m(x) — модифицированная функция Бесселя
первого рода, Km(x) — модифицированная функция
Бесселя второго рода (функция Макдональда) [5–8].
Неизвестные коэффициенты ỹn, yn и функции Z̃(λ),

Z(λ) подлежат определению из граничных условий.

Выполнение граничных условий

Для выполнения граничных условий (1), (2) предста-
вим потенциал U (1)

2 (α, β) через цилиндрические гармо-
нические функции, используя соответствующие теоремы
сложения [3,9]. Тогда

U (1)
2 (ρ, z) = U0

∞∫
−∞

M(λ)K0(|λ|ρ) exp(iλz) dλ, (13)

где

M(λ) =
c
πd

∞∑
n=0

j n(cλ)
i nQn(chα0)

yn, (14)

j n(z) — сферическая функция Бесселя первого ро-
да [5,9].
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Принимая во внимание представления (8), (11)–(13),
представление граничного оператора F(Uj ) в цилиндри-
ческой системе координат (7) и выполняя граничные
условия (1), (2), получим систему вида(

K′
0(x)|λ| − λ2pK0(x)

)
I 0(x)Z̃(λ)

− (I ′0(x)|λ| + λ2pI0(x)
)
K0(x)Z(λ)

=
(
K′
0(x)|λ| + λ2pK0(x)

)
I 0(x)K0(x)M(λ)

+
(
λ2pI0(x) − |λ|I ′0(x)

)
K0(x) f (λ),

(
K′
0(x)|λ| + λ2qK0(x)

)
I 0(x)Z̃(λ)

+
(
I ′0(x)|λ| − λ2qI0(x)

)
K0(x)Z(λ)

=
(−K′

0(x)|λ| + λ2qK0(x)
)
I 0(x)K0(x)M(λ)

− (λ2qI0(x) + |λ|I ′0(x)
)
K0(x) f (λ),

где x = |λ|d.
Решая данную систему получим, что

Z(λ) = Z1(|λ|d) f (λ) + I 0(λd)M(λ)Z2(|λ|d), (15)

где

Z1(|λ|d) =
(q + p)

d
(λd)2

1(|λ|d)
,

Z2(|λ|d) = − 2
1(|λ|d)

[
(λd)2

(
K1(|λ|d)

)2

+
pq
d2

(λd)4
(
K0(|λ|d)

)2]
,

1(|λ|d) =
q − p

d
λd2 − 2(λd)2K1(|λ|d)I 1(|λ|d)

+ 2
pq
d2

(λd)4K0(|λ|d)I 0(|λ|d).

Для выполнения граничных условий (3), (5), (6) пред-
ставим U (2)

2 (ρ, z) через эллипсоидальные гармонические
функции, используя соответствующую теорему сложе-
ния [3,9]. Тогда

U (2)
2 (α, β) = U0

∞∑
n=0

DnPn(chα)Pn(cos β), (16)

где

Dn = i n(2n + 1)

∞∫
−∞

j n(cλ)
I 0(λd)

Z(λ) dλ. (17)

Согласно представлениям (9), (10), (16), условие
непрерывности потенциала на поверхности эллипсои-
да S1 в силу ортогональности полиномов Лежандра

Pn(cos β) на отрезке [0, π] эквивалентно условию

ỹn = yn + dDnPn(chα0); n = 0, 1, 2, . . . . (18)

Выполняя граничные условия (3), (6) и принимая во
внимание представление (18) и вронскиан [7]

W{Pn(chα), Qn(chα)} = − 1

sh2 α
,

получим парные сумматорные уравнения вида

∞∑
n=0

ynPn(cos β) =
∞∑

n=0

(
V0δ0n − dDnPn(chα0)

)
Pn(cos β),

0 ≤ β < β0,

∞∑
n=0

yn

shα0Pn(chα0)Qn(chα0)
Pn(cos β) = 0,

β0 < β ≤ π, (19)

где δ0n — символ Кронекера, V0 = Vd/U0.
Введем в рассмотрение новые коэффициенты Tn по

формуле

yn = (2n + 1) shα0Pn(chα0)Qn(chα0)Tn (20)

и малый параметр

gn = 1− (2n + 1) shα0Pn(chα0)Qn(chα0),

gn = O(n−2) при n → ∞. (21)

Тогда парные уравнения (19) преобразуются к виду

∞∑
n=0

(1− gn)TnPn(cos β)

=
∞∑

n=0

(
V0δ0n − dDnPn(chα0)

)
Pn(cos β), β < β0,

∞∑
n=0

(2n + 1)TnPn(cos β) = 0, β0 < β.

Вышеприведенные парные сумматорные уравнения
преобразуются к бесконечной системе линейных алге-
браических уравнений (СЛАУ) второго рода относитель-
но коэффициентов Tn ∈ l2 [8,9]

Ts −
∞∑

n=0

gnQsnTn = V0Qs0

− d
∞∑

n=0

DnPn(chα0)Qns, s = 0, 1, 2, . . . , (22)
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где

Qns =
2
π

β0∫
0

cos

(
n +

1
2

)
x cos

(
s +

1
2

)
x dx

или

Qns =
1
π

[
sin(n− s)β0

(n− s)
+

sin(n + s + 1)β0
(n + s + 1)

]
,

sin(n− s)β0
(n− s)

∣∣∣
n=s

= β0.

Из представлений (14), (20) следует, что

M(λ) =
c shα0

πd

×
∞∑

k=0

(−i )k(2k + 1) j k(cλ)Pk(chα0)Tk. (23)

Используя последовательно представления (15), (17),
(23) преобразуем правую часть системы (22). В резуль-
тате получим бесконечную СЛАУ вида

Ts −
∞∑

n=0

[gnQsn− αns]Tn = V0Qs0 − f s;

s = 0, 1, 2, . . . , (24)

где

αns =
shα0

π
(−1)n(2n + 1)Pn(chα0)

×
∞∑

p=0

i n+p(2p + 1)Pp(chα0)QpsI np, (25)

I np = 2τ

∞∫
0

j n(τ t) j p(τ t)Z2(t) dt,

τ =
c
d
, n + p — четное, (26)

f s =
∞∑

n=0

(2n + 1)Pn(chα0)QnsJn, (27)

Jn = 2

∞∫
0

j n(τ t)Z1(t)K0(σ t)pn(t) dt, σ =
l
d
,

pn(t) =



(−1

) n
2 cos

(z0

d
t
)
, n — четное,

(−1
) n+3

2 sin
(z0

d
t
)
, n — нечетное.

(28)

Вычисление коэффициента
экранирования (ослабления) поля

Напряженность первичного поля в произвольной точ-
ке пространства M0(ρ, z) в отсутствие экранов равна

Ed(M0) = −
(
∂Ud

∂ρ
eρ +

∂Ud

∂z
ez

)

= −U0

[ ∞∫
−∞

f (λ)
I ′0(λρ)
I 0(λd)

λeiλz dλ eρ

+

∞∫
−∞

f (λ)
I 0(λρ)
I 0(λd)

(iλ)eiλz dλ ez

]
.

Если точка M0(ρ, z) находится на оси Oz, то ρ = 0
и I 0(0) = 1, I 1(0) = 0. Поэтому

Ed(0, z) = −U0

∞∫
−∞

f (λ)(iλ)eiλz dλ ez

=
2U0

d2

∞∫
0

K0(σ t)I 0(t)t sin
[

t(z − z0)
d

]
dt ez. (29)

Напряженность вторичного поля в произвольной точ-
ке M0 на оси Oz области D2 равна

E2(M0) = E(1)
2 (M0) + E(2)

2 (M0), (30)

где

E(2)
2 (M0) = −

(
∂U (2)

2

∂ρ
eρ +

∂U (2)
2

∂z
ez

)∣∣∣∣∣
ρ=0

= −U0

∞∫
−∞

Z(λ)
I 0(λd)

(iλ)eiλz dλ ez.

Принимая во внимание представления (15), (23),
после некоторых преобразований получим, что

E(2)
2 (0, z) = −U0[I 12(z) + I 22(z)] ez, (31)

где

I 12(z) = − 2
d2

∞∫
0

Z1(t)K0(σ t) t sin

(
t(z − z0)

d

)
dt,

I 22(z) =
2c shα0

πd3

∞∑
k=0

(2k + 1)Pk(chα0)TkHk(z),

Hk(z) =

∞∫
0

Z2(t) j k(τ t) t Wk(z, t) dt,
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Wk(t, z) =



(−1

) 3k+2
2 sin

(z
d

t
)
, k — четное,(−1

) 3k+2
2 cos

(z
d

t
)
, k — нечетное.

Согласно представлению (10),

E(1)
2 (M0) = − 1

c
√
sh2 α + sin2 β

[
∂U (1)

2

∂α
eα +

∂U (1)
2

∂β
eβ

]
,

где

∂U (1)
2

∂α
=

U0 shα
d

∞∑
n=0

yn

Qn(chα0)
d
dξ

Qn(ξ)
∣∣∣∣
ξ=ch α

Pn(cos β),

∂U (1)
2

∂β
= − U0

d
sin β

∞∑
n=0

yn

Qn(chα0)

× Qn(chα)
d
dξ

Pn(ξ)
∣∣∣∣
ξ=cos β

.

Если точка находится на оси Oz, то |z| > b, β = 0 или
β = π, поэтому

E(1)
2 (0, z) =




E(1+)
2 (0, z) = − 1

c shα
∂U (1)

2

∂α
ez,

если z > b, β = 0,

E(1−)
2 (0, z) =

1
c shα

∂U (1)
2

∂α
ez,

если z < −b, β = π,

где

E(1+)
2 (0, z) = −U0

shα0

cd

∞∑
n=0

(2n + 1)

× Pn(chα0)Tn
d
dξ

Qn(ξ)
∣∣∣∣
ξ= z

c

ez,

E(1−)
2 (0, z) = U0

shα0

cd

∞∑
n=0

(−1)n(2n + 1)

× Pn(chα0)Tn
d
dξ

Qn(ξ)
∣∣∣∣
ξ= z

c

ez,

Коэффициент экранирования (ослабления) поля в точ-
ке M0(0, z), расположенной на оси Oz в области D2,
вычисляем по формуле

K(±)
2 (z) =

∣∣E(1±)
2 (0, z) + E(2)

2 (0, z)
∣∣

Ed(0, z)
. (32)

Напряженность вторичного поля в произвольной точ-
ке M0 на оси Oz области D1 равна

E1(0, z) =




E(+)
1 (0, z) = − 1

c shα
∂U1

∂α
ez,

если 0 ≤ z < b, β = 0,

E(−)
1 (0, z) =

1
c shα

∂U1

∂α
ez,

если − b < z ≤ 0, β = π,

где

E(+)
1 (0, z) = − U0

cd

∞∑
n=0

ỹ
Pn(chα0)

d
dξ

Pn(ξ)
∣∣∣∣
ξ= z

c

ez,

E(−)
1 (0, z) =

U0

cd

∞∑
n=0

(−1)n ỹ
Pn(chα0)

d
dξ

Pn(ξ)
∣∣∣∣
ξ= z

c

ez.

Согласно представлениям (15), (17), (18), (20), (23),
следует, что

ỹ
Pn(chα0)

= (2n + 1) shα0Qn(chα0)Tn

+ (2n + 1)Jn +
shα0

π
(2n + 1)

×
∞∑

k=0

(−1)ki n+k(2k + 1)Pk(chα0)TkI nk.

Коэффициент экранирования (ослабления) поля в точ-
ке M0(0, z), расположенной на оси Oz в области D1,
вычисляем по формуле

K(+)
1 (z) =

∣∣E(±)
1 (0, z)

∣∣
|Ed(0, z)| . (33)

Вычислительный эксперимент

С помощью математической системы
MathCAD 2000 [10] проведены вычисления коэффици-
ента экранирования K+

1 (z) в области D1 для различных
геометрических параметров экранов и материала

Отношение Значение угла раствора 20 незамкнутой
z
b

эллипсоидальной оболочки в градусах

60 90 120

2
15

0.956
0.016

0.943
0.0078

0.551
0.00045

3
15

0.695
0.011

0.694
0.0047

0.291
0.00041

4
15

0.429
0.0089

0.421
0.0031

0.173
0.00039

1
3

0.284
0.0073

0.274
0.0021

0.112
0.00038

7
15

0.137
0.0051

0.131
0.0011

0.05
0.00037

3
5

0.069
0.0034

0.067
0.00056

0.024
0.00036

11
15

0.039
0.0021

0.037
0.00039

0.013
0.00035

13
15

0.018
0.00094

0.016
0.00028

0.008
0.00024
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тонкостенной оболочки 0 по формуле (33). Бесконечные
суммы (25), (27) вычислялись с точностью 10−6.
Бесконечная СЛАУ (24) решалась методом усечения [11]
с точностью 10−5. Расчеты проведены для случаев, когда
тонкостенная оболочка 0 выполнена из органического
стекла (εr = 3.7, γ = 10−12 �−1 ·m−1) [12] и материала
типа PPV (εr = 5, γ = 0.1�−1 ·m−1), ε = εr · ε0,
ε0 = (1/36π) 10−9 F ·m−1, µ = µ0 = 4π · 10−7 H ·m−1.
В таблице приведены значения коэффициента экра-

нирования K(+)(z) в зависимости от угла раствора 20

незамкнутой эллипсоидальной оболочки S и место-
расположения точки M0(0, z) при b/a = 1.5, d/b = 2,
d/l = 0.6, 1 = 0.01d, V = 0, z0 = 0, f = 50Hz. В каждой
строке таблицы верхние значения соответствуют органи-
ческому стеклу, нижние — материалу типа PPV.
На основании вычислительного эксперимента можно

сделать следующие выводы.
1. Если тонкостенная цилиндрическая оболочка 0

выполнена из материала типа PPV, то коэффициент
экранирования K(+)

1 (z) практически равен нулю для
любого угла раствора 20 эллипсоидальной оболочки S,
т. е. поле не проникает в область D1.
2. При увеличении угла раствора 20 эллипсоидальной

оболочки S коэффициент экранирования K(+)
1 (z) умень-

шается.
3. При увеличении значения z коэффициент экрани-

рования K(+)(z) уменьшается для всех значений угла
раствора 20 эллипсоидальной оболочки S.
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