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Получены уравнения, моделирующие распределения индукции магнитного поля и плотности тока в по-
лупространстве с учетом степенной вольт-амперной характеристики. Определена скорость распространения
фронта намагниченности при заданной средней скорости изменения по времени внешнего магнитного поля
на границе образца. Указано интегральное условие на электрическое сопротивление, нелинейно зависящее
от магнитного поля, при выполнении которого магнитный поток проникает в образец с конечной скоростью.
Дано аналитическое представление решения со степенным граничным режимом, который моделирует
изменение магнитного поля на границе области. Рассмотрена обобщенная модель Бина, описывающая
распределение плотности тока в окрестности критического тока. Показано, что вне области применимости
модели Бина возможны решения типа ударных волн.

Введение

Известно, что в мейсснеровской фазе при H < Hc1

происходит полное выталкивание магнитного поля из
сверхпроводника второго рода, где Hc1 — нижнее кри-
тическое поле. В смешанном состоянии (шубниковской
фазе) при Hc1 < H < Hc2, где Hc2 — верхнее критиче-
ское поле, магнитное поле проникает в сверхпроводник
в форме вихревых нитей (или вихрей). Критическое
поле Hc1 зависит от лондоновской глубины проник-
новения λ, которая определяет характерный масштаб
электромагнитного отклика сверхпроводника в ответ
на какие-либо внешние возмущения. При возрастании
магнитного поля плотность вихревых линий увеличи-
вается до тех пор, пока коры вихрей не начинают
перекрываться при H = Hc2.

Ниже мы рассмотрим уравнения Максвелла, кото-
рые моделируют динамику вихревой системы на ма-
кроскопическом уровне, т. е. на пространственных и
временны́х масштабах много больше как лондоновской
глубины проникновения, так и характерных масштабов,
порождаемых пиннингом. Эти уравнения следует допол-
нить вольт-амперной характеристикой j (E, B), которая
моделирует электромагнитный отклик сверхпроводника,
зависящий в свою очередь от динамического поведения
вихревой системы.

Нелинейность вольт-амперной характеристики (ВАХ)
может быть обусловлена различными причинами: термо-
активационным крипом, плавлением вихревой решетки,
пиннингом и т. д. Так, если мы имеем дело с крипом
магнитного потока, то вихревая решетка приходит в
движение [1,2]. При увеличении тока, когда сила Ло-
ренца превышает силу пиннинга, в движение может
быть вовлечена вся вихревая решетка и ВАХ становится
линейной: это — область вязкого течения магнитного
потока [2].

Как отмечено в [3], уравнения ВАХ позволяют ин-
терпретировать экспериментальные результаты по теп-
ловой устойчивости сверхпроводящего состояния ком-
позитного сверхпроводника, что представляет собой
одну из основных проблем технической сверхпроводи-
мости [3]. Так, в теории термомагнитной неустойчивости
возмущающим фактором является внешнее магнитное
поле или вводимый в образец ток, именно такую си-
туацию мы рассматриваем ниже. При этом мы ограни-
чиваемся случаем, когда температура сверхпроводника
остается практически неизменной и равной температуре
хладагента.
В Введении показано, что для линейной модели

уравнения Максвелла допускают редукцию к уравне-
нию Бюргерса с вязкостью, где роль „вязкости“ играет
сопротивление ρ f low(B). Рассматриваются закономерно-
сти проникновения магнитного потока в полупростран-
ство и указываются интегральные условия на функцию
ρ f low(B), такие что 1) поток проникает в полупро-
странство x > 0 на бесконечную глубину с бесконечной
скоростью; 2) поток проникает на конечную глубину
с конечной скоростью распространения возмущений.
Очевидно, что свойством 1 обладают решения линейных
моделей, а свойство 2 типично для решений нелинейных
задач. Соответствующую модельную краевую задачу
можно рассматривать как обобщение модели Бина для
линейной ВАХ. Обобщить данную модель для индукции
магнитного поля на степенную ВАХ в общем случае не
удается, поскольку в уравнении приходится иметь дело
с членом порядка (∂B/∂x)n где n — показатель степени
ВАХ. Однако это можно сделать при условии, что
электрическое сопротивление не зависит от индукции
магнитного поля.
По этой причине в разделе 1 рассматривается модель-

ное уравнение для плотности транспортного тока, уста-
навливается возможность существования автомодельных
волн и показывается, что их скорость проникновения в
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образец зависит от безразмерного параметра ε = 〈b′〉−2
t :

так, при n = 1 ток проникает в образец с бесконечной
скоростью и применима модель Бина. При достаточно
малых ε > 0 и n > 1 ток проникает в образец в виде
волны плотности с убывающей амплитудой и при n � 1
снова применима модель Бина. В разделе 2 и 3 опреде-
ляется скорость v проникновения фронта намагниченно-
сти, такая что v ∝ n и v ∝ 〈b′〉−1

t , т. е. пропорциональна
средней скорости увеличения магнитного поля на по-
верхности образца.
Результаты данной работы мотивированы исследо-

ваниями [2], где рассматривалась аналогичная задача,
однако зависимость ρ f low(B) не учитывалась. В [2] по-
лучено линейное убывание электромагнитного поля E
на конечную глубину, а в данной работе получено
степенное убывание магнитной индукции и плотности
тока на конечную глубину. Что касается скорости
распространения магнитного потока, то результаты в
основном идентичны: при n → ∞ имеет место переход
к модели критического состояния. Экспоненциальные
ВАХ в данной работе не рассматривались.
Данные результаты можно рассматривать как слабое

обобщение модели критического состояния Бина, в
которой наклоном ВАХ пренебрегают. В аналогичном
аспекте можно рассматривать результаты работы [2]. По
сравнению с моделью [2] в данной работе учитывается
явная зависимость ρ f low(B) для линейной ВАХ и обоб-
щается концепция, согласно которой в ответ на любое
возмущение протекает ток с плотностью, равной j c . Ока-
зывается, что учет слабых возмущений в окрестности
точки j = j c несуществен в случае большой скорости
проникновения поля E, т. е. имеет место модель Бина,
и приводит к затуханию плотности тока при малых
значениях скорости. Учет сильных возмущений в окрест-
ности критического значения приводит к возникновению
многозначной ударной волны плотности, однако этот
вопрос требует отдельного рассмотрения. В результате
учет даже слабых неоднородных возмущений плотно-
сти тока в окрестности критического тока приводит к
гидродинамической модели распределения тока, а учет
зависимости электрического сопротивления от индукции
магнитного поля приводит к необходимости учитывать
изменение градиента магнитного поля, т. е. по существу
неоднородные распределения плотности тока j 6= j c .

1. Постановка задачи

Рассмотрим систему уравнений

divB = 0, rotE = −1
c
∂B
∂t

, rotB = µ0 j , (1)

где B — индукция магнитного поля, E — электромаг-
нитное поле, j — плотность транспортного тока, µ0 —
магнитная проницаемость среды.

Зависимость от тока определим согласно форме
вольт-амперной характеристики j (E, B), которая мо-
делирует электромагнитный отклик сверхпроводника,
зависящий в свою очередь от динамического поведения
вихревой системы.
Рассмотрим жесткий сверхпроводник во внешнем маг-

нитном поле H , направленном вдоль Z-оси и парал-
лельном поверхности x = 0 образца, который занимает
полупространство x > 0 [2, рис. 1]. Тогда магнитная
индукция может быть представлена в форме [1]

B(x) = H exp(−x/λ) + Bγ(x),

где первое слагаемое описывает мейсснеровское состоя-
ние, а второе определяется распределением вихрей.
При Bγ(x) ≡ 0 имеет место локальная связь B = N80,

где N — плотность вихрей, 80 — квант магнитного по-
тока при условии, что лондоновская глубина проникно-
вения много меньше некоторого характерного масштаба
〈B′〉t изменения магнитной индукции [2]. Это означает,
что уравнения (1) описывают поведение системы вихрей
на макроскопическом масштабе, т. е. пространственный
и временно́й масштабы превышают характерные мас-
штабы, отвечающие пиннингу [4], что в свою очередь
означает выполнение неравенства j > j c . Обратная си-
туация j < j c, когда магнитная индукция B в каждой
точке определяется вкладом вихрей, локализованных в
области порядка λ, в данной работе не рассматривается.
В простейшей ситуации U < T, где T — температура,

величиной термоактивационного барьера U , который
препятствует движению вихрей, можно пренебречь, а
свойства образца моделировать соотношением [4]

E = ρ f low(B) j , (2)

где ρ f low = ρnB/Hc2, а ρn — сопротивление в нормаль-
ном состоянии.
В результате из соотношений (1) и (2) нетрудно по-

лучить уравнение Бюргерса

µ0B
′
t −

∂ρ f (B)
∂B

(∇B)2 = ρ f low(B)1B

(дифференцирование этого соотношения по x и замена
U = ∂B/∂x приводит к уравнению Бюргерса с „вязко-
стью“ в общепринятой записи).
Это уравнение для модели критического состояния

допускает редукцию к уравнению

µ0B
′
t = ρ f low(B)1B.

Заметим также, что из соотношений

∂xE = −∂tB и − ∂xB = µ0 j

нетрудно получить уравнение

µ0∂t j = 1E,

которое исследовалось в работе [2].
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Существуют следующие модели ВАХ: линейная мо-
дель

E =

{
ρ f (B)( j − j c) при j > j c,

0 при j < j c

(3)

и нелинейные модели [2]

E = Ec

(
j
j c

)n

;

E = Ec exp

(
j − j c

j δ

)
− E0, (4)

где плотность тока j δ и феноменологический показатель
степени n определяют крутизну нарастания ВАХ.
Плотность тока j c определена при напряженности

электрического поля Ec . Для модели критического
состояния Бина зависимостями от индукции B для
плотности тока j c(B) и сопротивления ρ f (B) можно
пренебречь. В [2] показано, что при n → ∞ и Jδ → 0
модели (4) переходят в модель критического состояния.
Для линейной модели (3) можно записать уравнение

E′
t =

ρ f

µ0
∂xxE. (5)

которое в безразмерных переменных e = E/EX,
X = x/LX и τ = t/tX , где

Ex = j cρ f , Lx = j cρ f /〈B′〉t ,

tx = µ0 j 2cρ f /〈B〉2t ,
принимает следующую форму:

∂τ e = 1e, (6)

где в дальнейшем мы будем использовать предыдущее
обозначение X → x.
Замена переменных за счет усреднения 〈B′〉t

(см. Приложение) позволяет выделить характерные мас-
штабы скорости изменения магнитной индукции: дей-
ствительно, в динамическом режиме 〈B′

t〉 ∝ 〈N〉, где
〈N〉 — среднее число вихрей (на масштабах Lx и
tx). Здесь B ∝ Bγ согласно обобщенной модели Би-
на [4], т. е. магнитная индукция представляет собой поле,
усредненное на специальном масштабе a � 〈B′〉t < λ,
где a — расстояние между вихрями. Поскольку при
H � Hc1 выполняется неравенство a � λ, то величину
〈B′〉t ∝ N можно интерпретировать как скорость измене-
ния плотности вихрей, которые покидают или поступают
в образец через его поверхность [4], с. 1350, а величину
ω ∼ 1/tx рассматривать как частоту.
Рассмотрим для решений уравнения (5) следующие

граничные и начальные условия [2]:

∂xE(0, t) = −∂tB(0, t), E(∝, t) = 0, E(x, 0) = 0,

где t > 0, x > 0, которые в безразмерных переменных
можно записать в виде

∂ex(0, τ ) = −1, e(∞, τ ) = 0, e(x, 0) = 0. (6′)

Для решений начально-краевой задачи (6), (6′) из-
вестно, что электрическое поле проникает в полу-
пространство в виде автомобильной волны с линей-
ным законом распространения фронта намагниченности
X0(t, 〈B′

t〉) [2, рис. 3].
Рассмотрим аналогичную постановку краевой задачи,

но для уравнения магнитной индукции

∂tB =
1
µ0

ρ f (B)∂xxB.

В области полей B ∼ Hc2 зависимостью ρ f (B) от ин-
дукции можно пренебречь и в безразмерных переменных
из [2] записать это уравнение в виде

∂b
∂t

=
∂2b
∂x2

(
b =

B
Bc2

)
(7)

с граничными и начальными условиями

∂tb(0, t) = 1 и b(x, 0) = 0. (7′)

Решения задачи (6), (6′) в классе автомодельных
функций построены в [2]. Покажем, что для краевой
задачи (7), (7′) также существуют автомодельные ре-
шения: сначала заметим, что эта задача может быть
записана в виде

∂tb = 1b (8)

с более общими краевыми условиями

b(0, t) = (1 + t)m b u(x, 0) = u0(x), (8′)

где m = 1, 2, . . .
Действительно, при m = 1 мы, получаем после диффе-

ренцирования по времени краевого условия (8′) гранич-
ное условие (7′) и, следовательно, каждое решение зада-
чи (8), (8′) является решением задачи (7), (7′). Вообще
говоря, функциональное краевое условие определяется
по дифференциальному условию с точностью до неко-
торой постоянной, которую (в силу требования непре-
рывного согласования граничных и начальных функций)
можно положить равной нулю.
При m> 1 рассматриваемая краевая задача (с допол-

нительным условием b(∞, t) = 0) также имеет автомо-
дельное решение [5]

bA(x, t) = (1 + t)mθA(ζ ),

ζ = x/(1 + t)1/2,

причем

θA(ζ ) = 22m+1 0(1 + m)
π1/2

exp

(
− ζ 2

4

)
H−(2m+1)

(
ζ

2

)
,

где Hν(z) — функция Эрмита, 0(m) — гамма-функция.
По виду решения можно определить глубину проник-

новения волны

xA
e f = ζe f(1 + t)1/2,

где ζe f(m) определяется из требования θA(ζe f ) =
= θA(0)/2 = 1/2.
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Рис. 1. Распределение магнитной индукции в случае конеч-
ной скорости распространения возмущений (для нелинейной
ВАХ).

Это аналитическое решение представляет интерес по
той причине, что оно наглядно отражает зависимость
решения от скорости проникновения электромагнитного
поля внутрь сверхпроводника, инициируемого нарастаю-
щим внешним магнитным полем.
Оказывается, что анализ автомодельных решений со

степенным режимом на границе показывает естествен-
ную закономерность: чем выше интенсивность гранично-
го режима (скорость увеличения внешнего магнитного
поля), тем больше скорость движения возникающей
магнитной волны. Если режим степенной, то и глубина
проникновения магнитного поля — степенная функция.
Схематическая эволюция автомодельного процесса про-
никновения магнитного потока, порождаемого нараста-
ющим внешним полем, примерно та же, что и на рис. 1.
Как показано в [5, с. 52], имеет место асимптотическая
устойчивость автомодельного решения по отношению к
возмущениям краевых данных. При этом автомодельная
функция θA(ζ ) правильно характеризует профиль маг-
нитной волны при t → ∞.
Аналогично для нелинейных вольт-амперных характе-

ристик (4) задача допускает редукцию к уравнению

b′
t = ((ρ f low(b), j )bx)x (b = B/Bc2) (9)

с граничным и начальным условиями

b(0, t) = (1 + t)m и b(0, x) = u0(x). (9′)

Здесь под ρ f мы будем понимать некоторое норми-
рованное на ρ f безразмерное значение сопротивления,
где ρ f = 〈ρ f low〉 такое, что имеют смысл указанные
выше переменные Lx и tx : в частности, не ограничивая
общности, можно считать, что ρ f = ρn при b = 1 или
ρ f = ρ f low(B0), где B0 — некоторое равновесное зна-
чение магнитного поля, которое определяется конкрет-
ными требованиями задачи. Далее, в силу закона Ома
e = ρ f lowi и равенства e = i n, мы можем считать, что
ρ f low(b, i ) ∝ bin−1, где i = j / j c .

Положим ρ f low(b) ∝ bα , где α > 0. Ниже будет показа-
но, что для высокотемпературных сверхпроводников это
определение имеет смысл. Тогда из [5, с. 67] следует, что
краевая задача (12), (12′) имеет автомодельные решения
bA = (1 + t)1/αθA(ζ ), где функция θA определена ниже.
При этом глубина проникновения магнитной волны
зависит от времени

xA
e f = ζe f(1 + i n−1t)(1+mα)/2,

θA(ζe f ) = 1/2.

В частности, краевая задача (9), (9′) при m = 1 допус-
кает автомодельное решение

uA(x, t) = gA(ζ ), ζ = x/(1 + t)1/2,

удовлетворяющее граничному условию (9′) при m = 1,
где θA(ζ ) — решение краевой задачи

(ρ f low(θA)θ′A)′ +
1
2
θ′A = 0,

θA(0) = 1, θA(∞) = 0, ζ > 0,

причем оно финитно (т. е. имеет конечную глубину
проникновения в образец) или нефинитно в зависимости
от того, допускает ли уравнение (9) конечную скорость
распространения возмущений или нет.
Ограничимся анализом ситуации, когда коэффициент

ρ f low(b) удовлетворяет требованию конечной скорости
распространения возмущений [5]

∫ 1

0

ρ f low(b)
b

db< ∞.

Для уравнения (9) интеграл равен единице при ли-
нейном ρ f low(b) и равен бесконечности при условии,
что ρ f low(b) не зависит от b (решения соответствующих
задач показаны на рис. 1, 2). Если сопротивление не
зависит от магнитной индукции, то скорость распро-
странения возмущений магнитного потока бесконечна и,
следовательно, решение не является финитным (рис. 1).

Рис. 2. Проникновение магнитного потока в случае беско-
нечной скорости распространения возмущений (для линейной
ВАХ).
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С учетом крипа магнитного потока диссипация описы-
вается соотношением

ρ(T, H) = ρ0(H) exp
[−(U0(T, H)/T)

]
.

Как показано в [6,7], энергия активации имеет следу-
ющую скейлинговую форму:

U0 = A(H)(1− T/Tc)m,

где A ∝ 1/Hα .
Если барьер U0 достаточно мал, то, разлагая экспо-

ненту в ряд Тейлора и замечая, что Hα/(Hα + 1) ∼ Hα в
нулевом приближении, нетрудно в результате получить
соотношение

ρ(H) ∝ B
Hc2

Hα, α > 0.

Заметим, что аналогичное соотношение получено в [8]

Ue f ( j , H) ∝ F( j / j i )H0.55[1− (T/Tx)]2,

где Tx расположено вблизи критической температуры Tc,
а F( j / j i ) ∼ ( j / j i )−n в случае коллективного крипа маг-
нитного потока [8], где j i — некоторое значение тока,
которое зависит от j / j c [9].
Модель [8] предсказывает следующие режимы: j � j c,

j < j c и j ∼ j c . Мы ограничимся последним слу-
чаем. Поскольку в [6] рассматривались значения
0.5 < α < 0.6, а в [8] значение α = 0.55, то в указанных
выше формулах для определения глубины проникно-
вения магнитной бегущей волны достаточно положить
α = 3/2. По-видимому, этот абстрактный результат мо-
жет найти приложение при исследовании конкретных за-
дач (для высокотемпературной керамики Y(Ba2Cu3O7),
рассмотренных в [8,9]. Отметим, что при j < j c сопро-
тивление ρ f low зависит от распределения тока, поэтому
ниже мы рассмотрим уравнение, которое моделирует
эволюцию плотности тока в полупространстве с учетом
нарастания электромагнитного поля на границе сверх-
проводника.
Из сказанного следует, что имеет смысл определе-

ние ρ f low(b) = bα . Тогда при m = 1/α задача имеет
решение bA = (1 + t)1/αθA(ζ ), где θA(ζ ) = [1− α1/2ζ ]1/α ,
ζ = x/(1 + t), поэтому автомодельное решение есть про-
стая бегущая волна. В общем случае решение имеет вид

uA = (1 + t)mθA(ζ ),

где ζ = x/(1 + t)(1+mα)/2, и его график приведен на
рис. 2.
Учет нелинейной ВАХ при такой постановке не

представляется возможным: для этого необходимо рас-
сматривать соотношения вида e = φ(i , b) и исследовать
одновременно систему уравнений для функций i и b. Од-
нако для линейной вольт-амперной характеристики (3)
плотность тока i можно в уравнении диффузии рассмат-
ривать как параметр. Тогда в режиме фиксированного

тока его влияние можно учесть, если в указанном выше
решении выполнить замену t → it . В результате мы
получаем, что глубина проникновения магнитной волны

xA
e f ∝ (it)(1+mα)/2.

2. Распределения плотности тока

Для нелинейных ВАХ выполним замену переменных

Ex = Ec, Lx = Ec〈B′
t〉, tx = µ0 j cEc〈B′

t〉2

в уравнении, учитывающем связь между током и элек-
трическим полем (см. выше). В результате мы получим
уравнение

∂2e
∂x2

=
1
n

e
1−n

n
∂e
∂τ

,

для решений которого выполняются граничные условия

∂e
∂x

(0, τ ) = −1, e(∝, τ ) = 0, e(x, 0) = 0.

Поскольку для нелинейных ВАХ e = φ(i ), где φ —
заданная функция, i = i /i c, то это уравнение допускает
редукцию к уравнению

∂2φ

∂x2
=

1
n
φ(i )

1−n
n

∂φ(i )
∂τ

=
1
n
φ(i )

1−n
n φ′(i )

∂ i
∂τ

(10)

с граничным условием

φ′(i (0, t))
∂ i
∂x

(0, t) = −1 (〈b′
t〉 = 1). (11)

Для степенной ВАХ граничное условие (11) удобно
записать в виде

∂ i
∂x

= −1
n

i 1−n
|x=0,t>0, (11′)

а уравнение (11) допускает представление в виде урав-
нения Бюргерса

φ′′(i )
∂ i
∂x

+ φ′(i )
∂2i
∂x2

=
1
n
φ(i )

1−n
n φ′(i )

∂ i
∂τ

(10′)

с дополнительными условиями i (∞, τ ) = 0, i (x, 0) = 0
при x > 0.
Заметим, что если магнитный поток проникает в

образец диффузионным образом, то можно принять, что

−∂〈i 〉t

∂x
∝ −∂2〈b〉t

∂x2
= −〈b′〉t ,

где усреднение выполняется на масштабах tx и Lx ; а по-
скольку эти масштабы выбираются так, что 〈b′

t〉 = const,
то граничное условие (11′) допускает редукцию к более
простому соотношению

∂〈i 〉t

∂x
∝ 1

n
〈i 〉1−n

t = 〈b′〉t|x=0,t>0.
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Не ограничивая общности, можно выполнить преобра-
зование τ → const τ таким образом, чтобы выполнялось
условие n〈b′〉 = 1. Тогда последнее соотношение можно
записать в виде i 1−n(0, t) = 1, т. е.

i (0, t) = 1, t > 0. (12)

В результате мы пришли к задаче с теми же граничны-
ми условиями, что и для линейной ВАХ, но вместо ли-
нейного уравнения диффузии теперь приходится иметь
дело с нелинейным уравнением Бюргерса (1′), которое
удобно записать в виде

∂ i
∂x

+
1

(n− 1)
i 2

∂2i
∂x2

=
1

n(n− 1)
i
1+n

n
∂ i
∂τ

. (13)

Уравнение (13) имеет простой физический смысл: так,
при n = 1 оно переходит в нелинейное уравнение диф-
фузии тока, которое (но в терминах электромагнитного
поля) исследовано в работе [2]. При n → ∞ предельным
является уравнение ∂ i /∂x = 0, которое имеет решение
i = i c, отвечающее модели Бина (−∇b) ∝ i c . При доста-
точно больших, но конечных n оно допускает редукцию
к уравнению

(n− 1)
∂ i
∂

+
∂2i
∂x2

=
1
n

i
n+1

n
∂ i
∂τ

,

из которого следует, что стационарное распределение
плотности тока имеет вид

i (x) ∝ i (0) exp(1− n)x + const,

где i (∂) = 1 в силу граничного условия (12), а постоян-
ную можно выбрать из требования i (∞) = const.
В общем случае необходимо исследовать уравнение

∂ i
∂τ

− n(n− 1)i−
n+1

n
∂ i
∂x

= ni−
n+1

n
∂2i
∂x2

.

Выполним в этом уравнении сжатие пространствен-
ной переменной: x → n < b′

t > x и запишем его в виде

∂ i
∂τ

− n− 1
〈b′〉t

i−
n−1

n
∂ i
∂x

=
1

〈b′〉t
i−

n−1
n

∂2i
∂x2

. (14)

Определим параметр ε = 〈b′〉−1
t , который играет роль

усредненной вязкости для уравнения Бюргерса (14). То-
гда при ε → 0 мы приходим к соотношению

∂ i
∂τ

− n− 1
〈b′〉t

i−
n−1

n
∂ i
∂x

= 0. (14′)

Уравнение (14′) имеет форму классического уравне-
ния Бюргерса без вязкости (где роль времени играет
пространственная переменная). Это уравнение удобно
записать в виде

d j
dt

(x(t), t) = 0 при
dx(t)

dt
= −n− 1

〈b′
t〉

i−
n−1

n , (15)

Равенства (15) означают, что каждое решение урав-
нения (14′) не изменяется со временем вдоль прямых,
определяемых соотношением

x +
n− 1
〈b′〉t

i (x, t)−
n−1

n t = const.

Как известно, решения уравнения Бюргерса характе-
ризуются возможностью существования опрокидываю-
щихся волн, когда в окрестности точки j = j c решение
становится многозначным (см. например, [10, с. 189]).
Такая ситуация возможна при любом n 6= 1, однако в
режиме критического тока i = 1 это невозможно: мы
получаем, что ток проникает в образец в виде простой
волны, форма которой полностью определяется формой
граничного условия.

3. Определение закона движения
фронта намагниченности

Применим к уравнению (14′) метод „замораживания“
коэффициентов, т. е. рассмотрим уравнение

∂ i
∂τ

− n− 1
〈b′〉t

〈i− n−1
n 〉x

∂ i
∂x

= 0,

заменим среднее 〈i 〉x по току средним по величине
магнитной индукции 〈b′〉x , и предположим, что вы-
полняется свойство „эргодичности“ магнитного поля
(см.Приложение) 〈b〉x = 〈b〉t . Тогда это уравнение в
силу соотношения 〈i 〉 ∝ (−〈b〉x) после дифференциро-
вания по x можно записать в виде

∂u
∂τ

− n− 1
〈b′

t〉
〈u〉x

∂u
∂x

= 0 (u = ∂ i /∂x). (16)

Из свойств решений уравнения (16) вытекает, что
закон движения фронта намагниченности определяется
равенством

X(t) ∝ n− 1
〈b′〉t

〈b′〉
n−1

n t
x ,

где в силу выполненной выше замены 〈b′〉t → n〈b′〉t .
В [2] получено аналогичное соотношение

x(t) ∝ 〈b′〉
n−1
n+1

t t. (17)

Соотношение для фронта намагниченности удобно
записать в виде

x(t) ∝ n− 1
n

〈b′〉x

〈b′〉t
t.

Сравнивая это выражение с представлением (17), мы
видим, что эти формулы сравнимы с точностью до
порядка малости величин (n + 1)−1 ∼ n−1. Связано это
с тем, что уравнение Бюргерса учитывает простран-
ственное распределение тока, определяемое градиентом
∂ i /∂x: если этим членом в уравнении пренебречь, то
нетрудно получить соотношение (17), поскольку задача
(после соответствующих переобозначений) сводится к
той, что рассмотрена в работе [2].
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4. Заключение

Таким образом, выше на основе уравнений Максвел-
ла мы получили модельные уравнения: диффузионное
нелинейное уравнение для магнитной индукции и урав-
нение Бюргерса, моделирующее распределение тока с
учетом изменения внешнего магнитного поля на гра-
нице полупространства. Для уравнения магнитной ин-
дукции рассмотрены две граничные задачи: a) скорость
изменения магнитного потока постоянна на границе;
b) скорость изменения потока нарастает со временем
степенным образом. В случае a возможны две ситуации:
1a) сопротивление ρ f low постоянно, 1b) сопротивление
линейно или нелинейно зависит от bα . В случае 1a α = 0
и поток проникает в образец с бесконечной скоростью
(рис. 2); в случае 1b при α > 1 магнитная волна прони-
кает в образец с конечной скоростью (рис. 1).
В случае b при выполнении условия 1b волна всегда

движется с большей скоростью, чем в среде с посто-
янным сопротивлением и тем же граничным режимом,
поскольку сопротивление — растущая функция маг-
нитного поля. С такой же скоростью движется фронт
магнитной волны (точка, в которой bA обращается в
нуль) x f (t) = ζ f (1 + t)(1+mα)/2. Схематически эволюция
автомодельного процесса показана на рис. 1 (траектория
движения полуширины магнитной волны представляется
штриховой кривой).
При исследовании распределения плотности тока мы

рассматриваем граничные условия в режиме Бина и
ограничиваемся изучением формы флуктуаций тока в
окрестности критического состояния: при этом в самом
уравнении неявно присутствует информация о скорости
накачки магнитным током и показателе степени ВАХ
в виде коэффициентов уравнения. Оказывается, что при
n → ∞ мы приходим к решениям, которые получаются
из классической модели Бина. При v → 0, где v —
скорость накачки магнитным полем, мы приходим к
обычному уравнению диффузии плотности тока, которое
рассматривалось, например, в [3]. При v → ∞ уравнение
вырождается в волновое уравнение Бюргерса: в резуль-
тате снова получаем модель критического состояния
Бина, но при этом при j = j c мы получаем не просто
постоянное решение, а решение, представляющее бегу-
щую волну, амплитуда которой равна j c . Для больших
флуктуаций в окрестности j c такая волна становится
неустойчивой, возникает укручение волны: результатом
(при выполнении условий Гюгонио на ее разрыве [10])
является ударная волна; однако этот вопрос мы подроб-
но не рассматривали. В заключение отметим, что как
уравнение для индукции магнитного поля, так и урав-
нение эволюции плотности тока формально идентичны,
хотя и записываются в разных представлениях, посколь-
ку дифференциальной заменой могут быть записаны в
одной форме. Решение совместной системы уравнений в
данной работе не рассматривалось, однако в конкретных
задачах для уравнения магнитной диффузии в коэффи-
циенте ρ f low(b) можно использовать распределение тока
для пластины, которое получено в [4].

Приложение

Введем для операторов усреднения следующие обо-
значения:

Mt [B(x, t)] = 〈B(z)〉t0 = lim
ν→∞

1
ν

∫ t0+ν

t0

B(x, t)dt

и

Mx [B(x, t)] = 〈B(x, t)〉x =
1
Lx

∫ Lx

t0

B(x, t)dx

если функция B(x) является Lx — периодической по
переменной x. Такая функция записывается в виде ряда
Фурье

B(x) =
∑
k>0

Bk exp ikx.

Тогда применение оператора усреднения приводит к
соотношению

Mx [B(x)] = B0,

т. е. результатом усреднения является свободный член
ряда Фурье.
Рассмотрим функцию

B(ωt) =
∑
k>0

Bk exp ikωt

и применим оператор усреднения по времени. Если
есть вектор k = (k1, k2), то результат вычисления со-
ответствующего двумерного интеграла при x = ω1x и
t = ω2t дает (в случае рациональной несоизмеримости
чисел ω1 и ω2) после применения операции усреднения
по переменной x и времени t одинаковый результат [11]

Mx [B(x)] = Mt [B(ωt)].

Именно это наблюдение и понадобилось нам выше:
в статистической механике последнее соотношение из-
вестно как свойство эргодичности траекторий [10.]
Основной технической причиной введения этой опе-

рации в данной работе являлась необходимость обезраз-
мерить нелинейные уравнения. Так, замена Lx = Ec/B′

t и
tx = µ0 j cEc/(B′

x)2 позволила в [2] обезразмерить урав-
нение диффузии со степенной ВАХ. Здесь возникает
вопрос: как понимать величины ts и Lx . Очевидно, до-
статочно выполнить усреднение 〈Lx〉 = Ec/〈B′〉t в каком-
либо смысле. Результат усреднения по t зависит, вообще
говоря, от параметра t0: этот вопрос подробно иссле-
дован в [12]. В большинстве прикладных задач свойства
решений уравнений не зависят от t0, однако часто это не
так: например, при усреднении случайного потенциала
пиннинга в [4, с. 1159] понадобилась следующая опера-
ция усреднения:

〈. . .〉 =
1
t0

∫ t0

0
(. . .)dt,

где неявно взятие предела по η → ∞ в операторе
усреднения уже предполагается выполненным.
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Другой важной задачей является доказательство прин-
ципиальной возможности существования таких харак-
терных масштабов: эта проблема рассматривается, на-
пример, в [4]. Так, в случае крипа вязкого магнитного
потока характерное время t0 для пластины можно вы-
брать в виде

t0 =
π

2
Td2

|∂ jU |cv0H
,

где U( j ) — активационный барьер, d — ширина пла-
стины, c — скорость света, v0 есть „микроскопическая“
скорость вихрей, H — напряженность магнитного поля.

Данная работа выполнена при частичной финансовой
поддержке Министерства образования и науки Украины
(проект № 2M/71-2000).
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