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Теоретически исследована волновая структура течения расплавленного металла на стенках парогазовой
каверны, образующейся при глубоком проникновении мощного лазерного излучения в конденсированные
среды, с учетом действия сил поверхностного натяжения, гравитации, термокапиллярного эффекта и
неоднородного испарения со свободной поверхности расплава. Выведено длинноволновое эволюционное
уравнение, описывающее генерацию нелинейных волн на свободной поверхности плоского слоя расплав-
ленного металла. Получены пространственно-периодическое бегущее решение этого уравнения и основные
характеристики (амплитуда, период) нелинейных волновых структур.

Эволюция возмущений свободной поверхности рас-
плавленного металла, образующегося при воздействии
высокоинтенсивных внешних потоков энергии (лазерно-
го и электронного пучков) на конденсированные среды,
определяется действием капиллярных и термокапилляр-
ных сил, а также сил давления отдачи паров. Значи-
тельную роль в динамике волновых возмущений может
играть также процесс непосредственного выноса массы
вещества при пространственно неоднородном испаре-
нии. Движущийся под действием различных сил слой
вязкой жидкости представляет собой пример активно-
диссипативной конденсированной среды, накачку энер-
гии в которой обеспечивают внешние силы (например,
гравитационные или термокапиллярные силы), а дисси-
пацию — силы вязкого трения [1]. Неустойчивость по-
верхности раздела фаз оказывает значительное влияние
на поведение тепло- и массобменных процессов, прежде
всего из-за волнообразования, турбулизации и отрыва
капель.

Теоретическому рассмотрению волновых процессов,
сопровождающих течение тонких слоев вязкой жидкости
в линейной и нелинейной подстановках для случая
свободного стекания, посвящено много работ (см., на-
пример, [1,2]). В парогазовой каверне, образующейся
при каналированном проникновении интенсивных лазер-
ных пучков в металлы, исследование гидродинамиче-
ских неустойчивостей, приводящих к возникновению на
расплавленных стенках каверны нелинейных волновых
структур (например, нелинейных периодических волн),
значительно усложняется благодаря их взаимосвязи с
процессами теплопереноса, испарения и взаимодействия
паров металла с внешним потоком энергии [3]. В данной
работе в качестве первого приближения исследуется
возникновение нелинейных поверхностных волновых
структур при течении вдоль фронта плавления плоского
слоя расплавленного металла на передней стенке кавер-
ны (с конической конфигурацией), с учетом действия
сил поверхностного натяжения, гравитации, термокапил-

лярного эффекта, а также неоднородного испарения со
свободной поверхности расплава.

Рассматривается движение испаряющегося под воз-
действием лазерного излучения слоя вязкой несжима-
емой жидкости, ограниченного с одной стороны парога-
зовым потоком, а с другой — плоской полубесконечной
поверхностью, имеющей угол наклона φ к горизонту.
Течение принимается двумерным и периодическим с
длиной волны 30. Схема течения приведена на рисунке.
Система координат выбрана таким образом, чтобы ось x
была направлена вдоль, а ось y — перпендикулярно
невозмущенной границе раздела фаз. Уравнение свобод-
ной поверхности y = h(x, t), h — толщина расплава;
t — время; y = 0 — поверхность фазового перехода
твердое тело−жидкость. Процесс происходит в вакууме.
Поглощение энергии излучения в паровой фазе не
учитывается.

Волновое течение расплавленного металла вдоль фронта плав-
ления. h(x, t) — толщина расплава; φ — угол наклона.
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В рамках принятых допущений уравнения динамики
расплава и теплопереноса имеют вид [3,4]

∇ · v = 0, (1)

∂v
∂t

+ v · ∇v = g− 1
ρ
∇p + ν1v, (2)

∂T
∂t

+ v∇T = χ1T, (3)

где v = (u, v)— вектор скорости расплава с компонен-
тами u и v в направлениях x и y соответственно, p —
давление, ρ — плотность, g — ускорение свободного па-
дения, ν — кинематическая вязкость, T — температура,
1 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 — лапласиан.

Здесь (1) — уравнение непрерывности, (2) — урав-
нения Навье−Стокса для двух компонент скорости,
(3) — уравнение теплопроводности. Решение систе-
мы уравнений (1)−(3) должно удовлетворять следую-
щим граничным условиям: на свободной поверхности
(y = h(x, t)) [5]

q ≡ ρ(v− v(i )) · n = ρ(v)(v(v) − v(i )) · n, (4)

qλv + k∇T · n− k(v)∇T(v) · n− qL = 0, (5)

p− p(v) + qv(v− v(v)) · n− (s− s(v)) · n · n = 2σ (T)H,
(6)

qv(v− v(v)) · τ − (s− s(v)) · n · τ = −∇σ · τ , (7)

(v− v(v))τ = 0, (8)

n = (−hx, 1)/Y, τ = (1, hx)/Y, Y = (1 + h2
x)1/2;

на границе раздела фаз жидкость−твердое тело (y = 0)

v = 0, T = Tm.

Здесь q — плотность потока массы за счет испарения
жидкости; v(i ) — вектор скорости частиц поверхности
раздела жидкость−пар; величины с верхним индексом
соответствуют пару, а без него — жидкости; λv — скры-
тая теплота парообразования; k, k(v) — коэффициенты
теплопроводности жидкости и пара соответственно; s —
тензор вязких напряжений; qL — поглощенная энергия
излучения; Tm — температура плавления; 2H = ∇ · n —
средняя кривизна свободной поверхности; n, τ — орты
нормального и тангенциального векторов.

Уравнение (4) представляет собой определение пото-
ка массы (q) и его закон сохранения, уравнения (5)−(7)
описывают законы сохранения энергии и двух компонент
импульса: нормальных и тангенциальных соответствен-
но. Уравнение баланса энергии учитывает поглощение
энергии лазерного излучения, потери энергии на испа-
рение и теплопроводность. Влияние вязкой диссипации,
а также радиационных потерь на свободной поверхности
расплава на тепловой баланс не рассматривается. Усло-
вие (8) означает непрерывность тангенциального состав-
ляющего скорости на фазовой границе. Поверхностное
натяжение расплава σ связано с температурой со-
отношением σ (T) = σv − σT(T − Tv), σT = −dσ/dT —

температурный коэффициент поверхностного натяже-
ния. Для большинства жидкостей σT > 0. Плотность,
коэффициенты вязкости и теплопроводности расплава
считаются не зависящими от температуры.

Для тензора напряжений имеем: s = µv(∂u/∂y +
+ ∂v/∂x), где µv — кинематическая вязкость. Граничные
условия (4)−(8) необходимо дополнить формулой [5]

q =
(

k0ρvλv

T3/2
v

)(
Mw

2πr g

)
(T − Tv) (9)

(k0 — коэффициент аккомодации, r g — универсальная
газовая постоянная, Mw — молекулярный вес жидкости,
Tv — температура фронта испарения), описывающей
зависимость плотности потока массы от локальной тем-
пературы на свободной поверхности.

Рассмотрим плоское течение испаряющегося слоя
вязкой жидкости по наклонной поверхности. При
любых числах Рейнольдса (Re) система уравнений
Навье−Стокса и теплопроводности имеет стационарное
пространственно неоднородное решение, задающее тол-
щину пленки h0, распределение температуры T0 и поле
скоростей V0. Такой режим течения неустойчив к бес-
конечно малым возмущениям даже при очень малых Re.
Рост длинноволновых возмущений ограничивается нели-
нейными эффектами и приводит к формированию нели-
нейных волновых режимов конечной амплитуды.

Пусть v0 — характерная скорость, равная макси-
мальной величине x составляющей скорости течения
расплава, достигаемой на верхней (свободной) границе
слоя расплава при ламинарном течении. Используя
h0/v0, v0, ρv

2
0, 1T = Tv − Tm, k1T/h0λv как масштабы

времени, скорости, давления, температуры и плотности
потока массы, введем безразмерные переменные по
следующим формулам:

(x′, y′, t′) =
(
εx
h0
,

y
h0
,
εv0t
h0

)
,

h′ =
h
h0
, (u′, v ′) =

(
u
v0
,
v

εv0

)
,

p′ =
p

ρv2
0

, v0 =
g(1− 3ρ)

2ν
h2

0, q′ =
h0λvq
k1T

,

1T =
qLh0

k
, T ′ =

T − Tm

1T
.

Здесь для продольной координаты введен продольный
масштаб 30, имеющей порядок длины волны возмуще-
ний на поверхности расплава; h0 — масштаб толщины
слоя расплава (например, средняя толщина), зависящий
только от продольной координаты (x), 3ρ = ρ(v)/ρ.
С целью упрощения записей в дальнейшем штрихи
над безразмерными переменными опускаем, полагая
x = x′, y = y′, h = h′ и т. д. При этом система уравне-
ний (1)−(3) с граничными условиями (4)−(8) запишется
как

ux + vy = 0, (10)

ut + vuy + uux = (εFr)−1 − px + (εRe)−11u, (11)
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ε2(v t + vvy + uvx) = −ctgφFr−1 − py + εRe−11v, (12)

Tt + vTy + uTx = (εPe)−11T. (13)

На свободной поверхности y = h(x, t)

q = εK(v − ht − uhx)Y−1, (14)

εK(v − ht − uhx)Y−1 + (Ty − ε2hxTx)Y−1 + qL = 0,
(15)

p + ε2WhxxY
−3 − K−2

[
(Ty − ε2Txhx)Y−1 − qL

]2
+ 2εRe−1ux(1 + ε2h2

x)(1− ε2h2
x)−1 = 0, (16)

4ε2uxhx − (uy + ε2vx)(1− ε2h2
x)

= 2εMa Pr−1(Tx + Tyhx)Y, (17)

на границе раздела фаз жидкость−твердое тело (y = 0)
u = v = 0, T = 0.

В (10)−(17) в качестве параметров использовались
число Рейнольдса Re = v0h0/ν , число Прандтля Pr =
= ν/χ, число Пекле Pe = Re Pr, число Вебера W =
= σ/ρv2

0h0, число Кутателадзе Ku = λν/Cp1T, чис-
ло Фруда Fr = v2

0/gh0 sinφ, число Марангони Ma =
= σT1Th0/2ρνk, K = Re Pr Ku, F = Re/Fr, � = 2λv/v2

0,
ε = h0/30, где Cp — теплоемкость, χ — температуро-
проводность, qL = αLI (I — интенсивность лазерного
излучения, αL — коэффициент поглощения). Индекс
i = (x, y, t) означает частную производную по соответ-
ствующей переменной.

Заметим, что параметр K−1 представляет собой от-
ношение вязкостного масштаба времени tν = h2

0/ν к
испарительному масштабу времени tE = h2

0λv/k1T (tE —
время, необходимое для полного испарения жидкости):
K−1 = E = k1T/ρνλv .

Уравнение (9) после обезразмеривания принимает вид

q = N−1(T − 1), (18)

где N = (kT3/2
v /k0h0ρ

(v)λ2
v)(2πr g/Mw)1/2.

Параметр N характеризует величину неравновес-
ности поверхности испаряющейся жидкости. Условие
N = 0 соответствует квазиравновесному приближению,
N−1 = 0 — отсутствию потока генерируемого пара (слу-
чай нелетучих жидкостей).

Запишем решение системы (10)−(18) в виде рядов
по малому параметру ε � 1 (длинноволновое прибли-
жение)

Z =
∞∑
l=0

ε1Z1, (19)

где Z = {u, v, p, q, T}.
Подставляя разложение (19) в (10)−(18) и прирав-

нивая коэффициенты при одинаковых степенях ε нулю,
получаем систему дифференциальных уравнений. Решая
ее, выражаем поля скоростей и температуры в виде
полиномов от поперечной координаты с коэффициента-
ми, зависящими от толщины h(x, t) и ее производных.
Используя далее условие (15) и ограничиваясь учетом

членов до порядка ε2 включительно, для неоднородной
толщины расплава получаем следующее эволюционное
уравнение:

ht + a(h) + b(h)hx + c(h)hxx + d(h)hxxxx + n1(h)htx

+ n2(h)hthx + n3(h)h2
x + n4(h)hxhxxx = 0, (20)

где a, b, c, d, n1, n2, n3, n4 определяются формулами

a(h) = (qLh− 1)/εK(h + N),

b(h) = F
[
(5Re/8K − 1)h2 −

(
(5Re/6K)qL − ctgφ/3

)
h3
]
,

c(h) = εRe
[
2(1− qLh)h3/33ρK2(h + N)3

+ 2F2h6/15 + Ma Pr−1N
(
h/(n + N)

)2]
,

d(n) = ReWε3h3/3, n1(h) = 5εReFh4/2,

n2(h) = 5εReFh4/6,

n3(h) = ε(9ReF2h5/20 + h2 ctgφ/2), n4(h) = εReWh2.

Таким образом, исследование движения испаряющего-
ся слоя вязкой жидкости по наклонной плоской поверх-
ности в рамках используемых ограничений сводится к
анализу решений нелинейного дифференциального урав-
нения в частных производных для неоднородной толщи-
ны h(x, t). Второй член в левой части уравнения (20)
описывает потери массы жидкости вследствие непосред-
ственного испарения и воздействия внешнего потока
энергии. Следующие два слагаемых учитывают влияние
реактивной силы пара, действующей на поверхность
расплава и термокапиллярного эффекта, пятый член —
влияние поверхностного натяжения. Последующие же
слагаемые характеризуют изменение толщины жидкости
за счет действия инерционных сил.

Уравнение (20) в стационарном состоянии (ht = 0)
имеет пространственно неоднородное решение h =
= h0(x), описывающее безволновое стекание слоя рас-
плава вдоль наклонной поверхности. В приближении
первой производной толщины по координате это ре-
шение может быть найдено численно из уравнения
b(h0)h0x + a(h0) = 0.

Исследуем линейную устойчивость решения h = h0(x)
и возможные нелинейные режимы, к которым может
приводить развитие неустойчивых возмущений. Сделав
в (20) замену h = h0 + ξ (ξ — возмущение свободной
поверхности слоя) и проведя соответствующие преобра-
зования, приходим к нелинейному дифференциальному
уравнению (которое ввиду его громоздкости здесь не
приводится) в частных производных с коэффициентами,
зависящими от x. Однако точное аналитическое реше-
ние этого уравнения, описывающее поведение возмуще-
ний (ε) как в пространстве, так и во времени, не пред-
ставляется возможным. Анализ, однако, существенно
упрощается, если ограничиться случаем больших K � 1
(или малых 1T � 1T∗ = λvRe Pr/Cp). Например, для
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значений параметров, характерных для расплава желе-
за, 1T∗ = 103 K. На фоне слабоменяющегося базисного
течения будем рассматривать линейную устойчивость и
возможные нелинейные пространственно-периодические
(по координате x) решения. Такое приближение оправда-
но при выполнении неравенства |dξ/dx| ≈ ε � |dh0/dx|,
т. е. когда длина волны (λ) рассматриваемых периодиче-
ских возмущений много меньше характерного масштаба
изменения основного течения. Заметим, что используе-
мый подход (квазипараллельное приближение) широко
применяется в задачах с неоднородностью по простран-
ственной переменной [1].

Учитывая вышесказанное, представим решение (20) в
виде h = 1 + ξ , где 1 — равновесное значение безраз-
мерной толщины. В результате имеем

_

Lξ = −1
2

a′′1 ξ
2 −
(

b′1ξ +
1
2

b′′1 ξ
2

)
ξx −

(
c′1ξ +

1
2

c′′1 ξ
2

)
ξxx

−
(

d′1ξ +
1
2

d′′1 ξ
2

)
ξxxxx + O(ξ4), (21)

где
_

L =
∂

∂t
+ a′1 + b1

∂

∂x
+ c1

∂2

∂x2
+ d1

∂4

∂x4

(b1, c1, d1, a′1, b′1, b′′1 , c′1, c′′1 , d′1, d′′1 — значения a, b, c, d
и их производных при h = 1, в дальнейшем индекс 1 у
этих величин опускается).

Исследуем устойчивость тривиального решения ξ ≡ 0
относительно возмущений вида

ξ = η exp
[
iα(x − γt)

]
+ к.с., (22)

где γ = γr + iγi — безразмерный комплексный инкре-
мент неустойчивоcти, γr — частота неустойчивости,
γi — инкремент нарастания неустойчивости, η —
амплитуда возмущений, α = 2πh0/λ0 — безразмерное
волновое число.

Подставляя (22) в линеаризованное уравнение L̂ξ = 0,
находим

γ = −i (a′ − c + d) + b,

отсюда

γr = F

(
1 +

5
6

Re
K

(
3
4
− qL

)
+

ctgφ
3

)
,

γi =
2αRe

3

[
F2/5 + (1− qL)/3ρK2(1 + N)3

+ 3MaN/2Pr(N + 1)2
]
− ReWα3/3

+ (qLN + 1)/αK(N + 1)2. (23)

Если γi > 0, то возмущение нарастает со временем
и безволновое течение неустойчиво. Если же γi < 0, то
безволновое течение устойчиво. Условие γi = 0 опреде-
ляет границу области нейтральной устойчивости.

Для максимального инкремента (γi m) и периода вол-
ны (dL) из (23) имеем

γim = β2Re/3W + E(qLN + 1)/(1 + N)2,

dL = 2π/α∗ = 2π
√

Wβ−1, (24)

где

β = F2/5 + E2(1− qL)/3ρ(1 + N)3+3MaN/2Pr(1 + N)2.

Анализируя формулы (23) и (24), заметим, что потеря
устойчивости происходит при некотором критическом
значении числа Re∗ = 3 (значения физических характе-
ристик (Pr = 4, W = 105, Ku = 6, 3ρ = 0.003) соответ-
ствуют расплаву железа). Инерционные параметры (чис-
ло Re) и термокапиллярный эффект (число Ma) играют
дестабилизирующую роль в возникновении неустойчи-
вости, а поверхностное натяжение (число W) оказывает
стабилизирующую роль. При этом поперечный поток
тепла в гребнях меньше, чем во впадинах. Следователь-
но, во впадинах толщина расплава растет, в результате
малые возмущения свободной поверхности не развива-
ются. Для больших же значений Ku дестабилизирующая
роль числа E2 и, следовательно, силы реакции, вызван-
ной большим потоком испаряющейся массы, а также
инерционных эффектов становится доминирующей.

На нелинейной стадии развития неустойчивости вве-
дем набор пространственных и временны́х масштабов

xn = εnx, tn = εnt (n = 0, 1, 2, . . .).

При этом в выражениях для всех дифференциальных
операторов в (21) производим замену

∂

∂t
→ ∂

∂t0
+ ε

∂

∂t1
+ . . . ,

∂

∂x
→ ∂

∂x0
+ ε

∂

∂x1
+ . . . ,

∂2

∂x2
→ ∂2

∂x2
0

+ 2ε
∂2

∂x0∂x1
+ ε2

(
∂2

∂x2
1

+ 2
∂2

∂x2∂x0

)
+ . . . ,

∂4

∂x4
→ ∂4

∂x4
0

+ 4ε
∂4

∂x1∂x3
0

+ ε2

(
6

∂4

∂x2
0∂x2

1

+ 4
∂4

∂x2∂x3
0

)
+ . . . .

Разложим решение уравнения (21) в ряд по малому
параметру ε, сохраняя члены

(
_

L0 + ε
_

L1 + ε2
_

L2)(εξ1 + ε2ξ2 + ε3ξ3) = −ε2Nl2 − ε3Nl3,
(25)

где

_

L0 =
_

L,
_

L1 =
∂

∂t1
+ b

∂

∂x1
+ 2c

∂2

∂x∂x1
+ 4d

∂4

∂x3∂x1
,

_

L2 =
∂

∂t2
+ c

∂2

∂x2
1

+ 6d
∂4

∂x2∂x2
1

,

Nl2 =
1
2

a′′ξ2
1 + b′ξ1ξ1x + c′ξ1ξ1xx + d′ξ1ξ1xxxx+ n′1ξ1xξ1xxx1,
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Nl3 =
1
2

a′′ξ1ξ2 + b′(ξ1ξ2x + ξ1ξ1x + ξ2ξ1x)

+
1
2

b′′ξ2
1 ξ1x + c′(ξ1ξ2xx + 2ξ1ξ1xx1 + ξ2ξ1xx)

+
1
2

c′′ξ2
1 ξ1xx + d′(ξ1ξ2xxxx + ξ2ξ1xxxx) +

1
2

d′′ξ2
1 ξ1xxxx.

Рассмотрим пространственно-периодические решения
конечной амплитуды со слабой модуляцией на временах
порядка О(ε−m). В качестве параметра ε используем
порядок амплитуды гармоники (22).

Приравнивая коэффициенты при различных степе-
нях ε в (25), получаем

_

L0ξ1 = 0, (26)

_

L1ξ1 +
_

L0ξ2 = Nl2, (27)

(
_

L0ξ3 +
_

L1ξ2 +
_

L2ξ1) = Nl3. (28)

Решение (26−(27) можно представить в форме раз-
личных сумм, составленных из слагаемых типа

ξ1 = η(x1, t1, t2)eiαx + к.с. (29)

Из (27) с учетом условия разрешимости ∂η/∂t1 +
+2iα(c − 4d)∂η/∂x1 = 0 для ξ2 имеем уравнение

cξ2xx + dξ2xxxx = −(a′′/2 + ib′ − c′ + d′)η2e2iαx.

Отсюда

ξ2 = Rη2e2iαx, R = Rr + iRi ,

Rr =
a′′ + 2(c′ − d′)

16α(4d − c)
, Ri =

b′

16α(4d − c)
. (30)

Из решения (30) и секулярного условия для О(ε3)
имеем

∂η

∂t2
+ i ε−1Q

∂η

∂x1
− ε−2γi η − D

∂2η

∂x2
1

+ Uη2η̄ = 0, (31)

где

D = 6d− c, Q = 2(c − 4d), U = Ur + iUi ,

Ur = −3b′Ri + (17d′ − 5c′)Rr +
1
2

(d′′ − c′′),

Ui = −3b′Rr + (17d′ − 5c′)Ri +
1
2

b′′.

После замены η = ψ exp(iφ0x1), φ0 = ε−1Q/2D урав-
нение (31) принимает вид

∂ψ

∂t2
− ε−2γ1iψ − D

∂2ψ

∂x2
1

+ Uψ2ψ̄ = 0, (32)

где γ1i = γi + Q/4D.
Уравнение (32) является амплитудным уравнением

(типа уравнения Ландау−Гинзбурга) для задачи вол-
нового стекания вязкого слоя расплавленного металла

по наклонной поверхности с учетом влияния фазового
перехода, термокапиллярного эффекта, капиллярных и
гравитационных сил. Используя его, можно исследо-
вать нелинейное волновое поведение слоя расплава в
зависимости от параметров внешних потоков энергий и
физических свойств среды.

Если пренебречь пространственными изменениями,
решение (32) можно представить в виде

ψ = ψ0 exp(−i00t2).

Подставляя это выражение в уравнение (32) и прене-
брегая диффузионным слагаемым, получаем следующие
выражения для амплитуды и инкремента нелинейной
волны:

ψ0 = (γi /ε
2U)1/2, ε200 = Ui (γi /Ur ).

Таким образом, исследованы линейная и нелинейная
стадии развития волновой нейстойчивости на поверх-
ности испаряющегося под лазерным воздействием слоя
расплавленного металла, приводящей к формированию
на стенках каверны стационарных бегущих нелинейных
волновых движений конечной амплитуды. Из систе-
мы гидродинамических уравнений типа Навье−Стокса
и уравнения теплопроводности получено нелинейное
эволюционное уравнение для неоднородной толщи-
ны расплавленного металла, описывающее генерацию
этих волн с учетом фазового перехода (испарения)
и термокапиллярного эффекта. В третьем порядке те-
ории возмущения получено уравнение для амплиту-
ды бегущей нелинейной волны, аналогичное уравне-
нию Гинзбурга−Ландау. Выявлены основные физиче-
ские факторы, влияющие на условия волнообразования
на свободной поверхности плоского слоя расплава, на
величины периода и амплитуды установившихся нели-
нейных волновых структур.

Выражаю благодарность Л.А. Шелепину и В.С. Голу-
беву за обсуждение результатов работы.
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