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В рамках простых моделей эпитаксиального графена и электрон-фононного взаимодействия рассмотрены

нормальные (по отношению к подложке) колебания однослойного графена как целого. Рассмотрение

проводилось как для металлического, так и для полупроводникового субстрата. Приведенные оценки

показывают, что возможность появления двух конкурирующих электронных состояний адатомов графена

реализуется только для больших значений константы электрон-фононного взаимодействия. Показано также,

что графеновый лист может релаксировать как
”
внутрь“, так и

”
наружу“.

Работа выполнена в рамках программ Президиума РАН
”
Квантовая физика конденсированных сред“ и

”
Основы фундаментальных исследований нанотехнологий и наноматериалов“ и поддержана грантом РФФИ

(проект № 12-02-00165 а).

1. Введение

Электронные и фононные свойства однослойного

графена в настоящее время исследуются достаточно

интенсивно [1–4]. Этого, однако, нельзя сказать об

электрон-фононном взаимодействии, число публикаций

для которого невелико (см. работы [5–8] и ссылки,

приведенные в них; отметим, что здесь мы не рассмат-

риваем эффекты, связанные с изменением электронного

спектра графена под действием статической деформа-

ции). Что же касается эпитаксиального графена [9], то
роль электрон-фононного взаимодействия в формирова-

нии его электронных характеристик, насколько известно

автору, вообще не изучалась.1 Здесь мы рассмотрим

задачу о колебаниях монослоя эпитаксиального графена

как целого, совершающихся по направлению нормали

к подложке. В отличие от подавляющего большинства

теоретических работ по графену, выполненных в фор-

мализме функционала плотности, здесь воспользуемся

модельным подходом к описанию эпитаксиального гра-

фена, предложенным в работах [10–12].

Общая задача о влиянии бозонного поля на изо-

лированную примесь в металле была рассмотрена в

работе [13]. В [14] для описания электрон-фононного

взаимодействия в случае адсорбции была предложена

упрощенная модель, которая в дальнейшем была обоб-

щена в работе [15]. В рамках этой модели удалось по-

казать, что при достаточно сильном электрон-фононном

взаимодействии колеблющемуся адатому могут соответ-

ствовать два состояния, различающиеся числами запол-

нения и длинами адсорбционной связи, между которыми

возможны переходы, вызванные каким-либо внешним

воздействием [16,17]. В настоящей работе мы обобщим

1 Нужно подчеркнуть, что ввиду интенсивного изучения графена

делать подобного рода замечания становится все более рискованным.

результаты, полученные в [14,15], на монослой адатомов

графена. При этом переход между двумя электронными

состояниями можно трактовать как релаксацию листа

графена относительно подложки.

2. Общие соотношения

Начальная постановка задачи выглядит следующим

образом. Рассматривается система, состоящая из оди-

ночного атома с уровнем энергии E и подложки, спектр

электронных состояний которой есть εk . Взаимодействие

между атомом и подложкой описывается матричным

элементом V . Электронной подсистеме такой структуры

можно сопоставить гамильтониан вида

Hel =
∑

k

εkc+
k ck + Ea+a + V

∑

k

(

c+
k a + a+ck

)

, (1)

где c+
k (ck) — оператор рождения (уничтожения) элек-

трона в состоянии |k〉, a+(a) — операторы рождения

(уничтожения) электрона в состоянии |a〉 на уровне

энергии E . Пусть теперь адатом, обладая массой M,

колеблется с частотой ω0 в направлении z , перпенди-
кулярном поверхности подложки. При этом фононную

подсистему можно описать классическим гамильтониа-

ном

Hph =
1

2
Mż 2 +

1

2
M(z − z 0)

3, (2)

где z 0 — положение равновесия адатома с числом за-

полнения n0 относительно поверхности подложки z = 0.

Теперь учтем электрон-фононное взаимодействие

Hel−ph = w(z − z 0)a
+a, (3)

где w — константа электрон-фононного взаимо-

действия [14]. Применяя к полному гамильтониану
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системы H = Hel + Hph + Hel−ph теорему ∂〈H〉/∂z =
= 〈∂H/∂z 〉 [18], получим

z̄ − z 0 = −
(

w/Mω2
0

)(

n̄ − n0

)

, (4)

где n̄ = 〈a+a〉 — число заполнения изолированного

адатома, скобки означают усреднение по основному

состоянию, z̄ — положение равновесия адатома, отве-

чающее числу заполнения n̄ [14]. Из (1) и (3) следует,

что энергия квазиуровня ε с учетом электрон-фононного

взаимодействия есть

ε̄ ≡ ε(n̄) = E −
(

w2/Mω2
0

)(

n̄ − n0

)

. (5)

Функцию Грина одиночного адатома ga(ω), где ω —

энергетическая переменная, можно представить в виде

g =
(

ω − ε̄ − 3(ω) + iŴ(ω)
)−1

. (6)

Здесь функция полуширины квазиуровня адатома

Ŵ(ω) = πV 2ρsub(ω), (7)

где ρsub(ω) — плотность состояний (ПС) подложки;

3(ω) — функция сдвига квазиуровня адатома (гибри-
дизационный сдвиг), связанная с функцией Ŵ(ω) соотно-

шением причинности вида

3(ω) =
1

π
P

∞
∫

−∞

Ŵ(ω′)

ω − ω′
dω′, (8)

где P — символ главного значения. ПС изолированного

адатома, соответствующая функции Грина (6), равна

ρ̄(ω) =
1

π

Ŵ(ω)

�̄2 + Ŵ2(ω)
, (9)

где �̄ = ω − ε̄ − 3(ω). При нулевой температуре число

заполнения n̄ определяется как

n̄ =

EF
∫

−∞

ρ̄(ω) dω, (10)

где EF — уровень Ферми субстрата. Отметим, что вы-

ражение (10) является самосогласованным уравнением,

так как ρ̄(ω) содержит n̄.
Представим теперь набор адатомов, выстроенных в

гексагональную решетку графена.2 Взаимодействие ада-

томов будем рассматривать как прямой обмен элек-

тронами между ближайшими соседями i и j , для чего

введем оператор

Ti j = t
(

a+
i a j + a+

j a i

)

(i 6= j), (11)

где t — интеграл (амплитуда) перехода. Для нахождения

соответствующих функций Грина Gi j воспользуемся

2 Здесь мы рассматриваем
”
гладкую“ подложку, на которой все

адатомы углерода, образующие графен, находятся в одном и том же

электронном состоянии.

уравнением Дайсона

Gi j = g i j + g i pTpqGq j , (12)

где подразумевается суммирование по повторяющимся

индексам и g i j(ω) = δi j g(ω), δi j — символ Кронекера.

Тогда, как показано в [10–12], легко найти функции

Грина эпитаксиального графена Gg(ω, k) ≡ Gii

Gg
(

kx , ky , ω
)−1

±
= �̃ + iŴ(ω) ∓ t f (kx , ky ),

f 2(kx , ky) = 3 + 2 cos
(

kx a0

√
3
)

+ 4 cos
(

kx a0

√
3/2
)

cos(3ky a0/2), (13)

где a0 — расстояние между ближайшими

соседями, k = (kx , ky ). Отметим, что функция f
описывает закон дисперсии для графена ε±(kx , ky) =
= ε̃ ± t f (kx , ky), где знак плюс относится к

верхней зоне π∗ (�̃ = ω − ε̃ − 3(ω) > 0, ε̃ ≡ ε(ñ) =
= E − (w2/Mω2

0)(ñ − n0)), а минус — к нижней зоне π

(�̃ < 0) [1] (здесь и далее тильдами помечаются

величины, относящиеся к решетке взаимодействующих

адатомов). В соответствии с общим правилом ПС

эпитаксиального графена ρg(ω, k) = −π−1 ImGg(ω, k),
т. е.

ρg±(ω, k) =
1

π

Ŵ(ω)

π[�̃∓ t f (k)]2 + Ŵ2(ω)
. (14)

Для упрощения дальнейших расчетов воспользуемся,

как и в [10–12], низкоэнергетической аппроксимацией

спектра графена [1], положив

ε±(q) = ε̃ ± 3

2
ta0|q|. (15)

Здесь q = K− k, где K = a−1
0 (2π/3

√
3, 2π/3) — волно-

вой вектор точки Дирака. Выражение (13) справедливо

для малых значений |q|. Мы, однако, воспользуемся им

для интегрирования ПС (12) по зоне Бриллюэна, введя

вектор обрезания qB ≥ |q|. Получим [10–12]

ρg± =
1

πξ2

[

Ŵ(ω) ln
(�̃∓ ξ)2 + Ŵ2(ω)

�̃2 + Ŵ2(ω)

+ 2�̃

(

arctg
�̃

Ŵ(ω)
− arctg

�̃∓ ξ

Ŵ(ω)

)]

, (16)

где ξ = 3ta0qB/2. Для дальнейшего анализа необходимо

конкретизировать природу подложки.

3. Металлический субстрат

Воспользуемся для описания металлического суб-

страта простейшей моделью ПС, положив ρsub(ω) =
= ρm(ω) = const. Это так называемое приближение бес-

конечно широкой зоны Андерсона [19]. При этом

3(ω) → 0, а Ŵ(ω) обращается в константу Ŵ.
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Введем следующие безразмерные величины: ρ∗
g± =

= ρg± Ŵ, y = ω/Ŵ, η = ε/Ŵ, �̃∗ = �̃/Ŵ = y − η, η =

= E∗ − ζ ñ, E∗ = E/Ŵ + ζ n0, ζ = w2/Mω2
0Ŵ, ξ∗ = ξ/Ŵ.

Тогда для металлической подложки вместо (14) получим

ρ∗

g±(�̃∗) =
1

π(ξ∗)2

[

ln
(�̃∗ ∓ ξ∗)2 + 1

(�̃∗)2 + 1
+ 2�̃∗

×
(

arctg(�̃∗) − arctg(�̃∗ ∓ ξ∗)
)

]

. (17)

Для нахождения числа заполнения pz -орбитали ада-

тома углерода ñ при нулевой температуре необходи-

мо проинтегрировать соответствующую ПС по энер-

гии от −∞ до уровня Ферми EF. Тогда для случая

�̃∗ = E∗
F − E∗ + ζ ñ < 0 (E∗

F = EF/Ŵ) получим

ñ =

�̃∗

F
∫

−∞

ρ∗

g−(�̃∗)d�̃∗. (18)

Если �̃∗
F > 0, то вместо (18) имеем

ñ =

0
∫

−∞

ρ∗

g−(�̃∗)d�̃∗ +

�̃∗

F
∫

0

ρ∗

g+(�̃∗)d�̃∗. (19)

Выражения (18) и (19) являются самосогласованными

уравнениями, так как их правые части содержат ñ.
Еще раз отметим, что мы рассматриваем нормальные

(по отношению к подложке) колебания эпитаксиального

графена как целого. Поэтому числа заполнения ñ одина-

ковы для всех адатомов, составляющих эпитаксиальный

графен. Несмотря на то что интегралы (18) и (19)
в случае ПС (17) берутся точно, будем рассматри-

вать упрощенные оценки, выделив предельный случай

сильной (по сравнению с взаимодействием соседних

атомов углерода в графене) связи адатома с подложкой,

соответствующий неравенствам ξ ≪ Ŵ, ξ∗ ≪ 1 [12].
Найдем первую поправку к числу заполнения n̄,

вызванную взаимодействием адатомов. Как показано в

работе [12], изменение ПС при переходе от одиночного

адатома углерода к графену есть

δρ∗

g ≡ ρ∗

g± − ρ̄∗ ≈ 4

3
ξ∗

|�̄∗|
(�̄∗)2 + 1

ρ̄∗, (20)

где ПС изолированного адатома (9) в безразмерном виде

равна

ρ̄∗ =
1

π

1

(�̄∗)2 + 1
. (21)

Интегрируя (20), при �̄∗
F < 0 получим в соответствии

с (18) выражение

δn ≡ ñ − n̄ =
2

3π
ξ∗

1

(�̄∗
F)

2 + 1
. (22)

При �̄∗
F > 0, воспользовавшись (19), найдем

δn ≡ ñ − n̄ =
2

3π
ξ∗

2(�̄∗
F)

2 + 1

(�̄∗
F)

2 + 1
. (23)

Как следует из выражений (22) и (23), δn > 0. Это

означает, что заряд адатомов Z̃ = 1− ñ убывает по

сравнению с зарядом изолированного адатома. Другими

словами, прямой обмен ведет к деполяризации адатомов.

Отметим, что этот вывод справедлив для любого вида

взаимодействия адатомов [20], в том числе и с учетом

корреляции [21].

Обсудим подробнее возможные значения числа запол-

нения n̄. В соответствии с (5) и (21) получаем уравнение

ctg(πn̄) = (E∗ − E∗

F ) − ζ n̄. (24)

Легко видеть, что при ζ < π имеется только одно

решение (24), при ζ > π таких решений три, одна-

ко только два из них (с максимальным и минималь-

ным значениями n̄) отвечают устойчивым положениям

равновесия адатома (см. [14]). Условием устойчиво-

сти является выполнение неравенства ∂ n̄/∂E < 0 (или
∂ n̄/∂E∗ < 0). Игнорируя силы изображения [15], мож-

но показать, что при ζ > π и |E∗ − E∗
F − ζ /2| > B(ζ )

(B(ζ ) = (ζ /π) arccos(π/ζ )1/2 − [(ζ − π) − 1]1/2) имеет-

ся одно устойчивое положение равновесия адатома [14].
При |E∗ − E∗

F − ζ /2| < B(ζ ) таких устойчивых положе-

ний два: если (E∗ − E∗
F ) > ζ /2, то минимуму энергии

Рис. 1. Зависимость чисел заполнения адсорбированных на

металлической подложке изолированного атома n̄ (1, 2) и

атома, встроенного в решетку графена ñ (3, 4), от относи-

тельной энергии (E − EF)/Ŵ для значений константы электрон-

фононного взаимодействия ζ = 2 (1, 3) и 4 (2, 4) в режиме

сильной связи адатома с подложкой (ξ∗ = ξ/Ŵ = 0.1).
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Рис. 2. Зависимость чисел заполнения изолированного ато-

ма n̄ (светлые символы) и атома, встроенного в решетку

графена ñ (темные символы), от относительной энергии

(E − EF)/Ŵ для случая адсорбции на металлической подложке

в режиме сильной связи. 1 — максимальные значения чисел

заполнения, 2 — промежуточные значения чисел заполнения,

3 — минимальные значения чисел заполнения; ζ = 4, ζ ∗ = 0.1.

Вертикальной линией обозначен переход от максимального

заполнения к минимальному с ростом (E − EF)/Ŵ.

системы соответствует минимальное значение n̄, при

(E∗ − E∗
F ) < ζ /2 — максимальное значение n̄ [14]. Отме-

тим, что все эти условия не связаны с величиной числа

заполнения.

Результаты численных расчетов представлены на

рис. 1. Уменьшение значений чисел заполнения n̄
и ñ с ростом (E∗ − E∗

F )/Ŵ объясняется смещением

квазиуровня адатома вверх относительно уровня Фер-

ми системы, ведущим к его опустошению. Отметим,

что при ζ = 4 и (E∗ − E∗
F )/Ŵ = 2 выполняется усло-

вие (E∗ − E∗
F )/Ŵ = ζ /2. При этом получаем два зна-

чения n̄, равные 0.25 и 0.75, отвечающие одинако-

вой энергии. При ζ = 4 имеем B(4) ≈ 0.09, так что

область существования двух устойчивых решений уз-

ка: 1.91 < (E∗ − E∗
F )/Ŵ < 2.09. Соответствующая зави-

симость чисел заполнения, полученных из решения

уравнения (24), от энергии (E∗ − E∗
F )/Ŵ приведена на

рис. 2. Вертикальная черта отмечает скачкообразный

переход чисел заполнения одиночного адатома и адатома

решетки от максимального значения к минимальному с

ростом (E∗ − E∗
F )/Ŵ. Отметим, что такое изменение чи-

сел заполнения будет сопровождаться скачкообразным

изменением длины адсорбционной связи. Действитель-

но, из выражения (4) следует, что при переходе чисел

заполнения от 0.75 к 0.25 графеновый лист подтягива-

ется к поверхности металлической подложки, т. е. имеет

место релаксация
”
внутрь“.

4. Полупроводниковый субстрат

Для описания полупроводника воспользуемся про-

стейшей моделью ПС, предложенной Халдейном и Ан-

дерсоном [22], согласно которой ρsub(ω) = ρsc(ω) рав-

но ρ = const при |ω| ≥ Eg/2 и нулю при |ω| < Eg/2,

где Eg — ширина запрещенной зоны (начало отсчета

энергии совпадает с серединой запрещенной зоны).
При этом Ŵ(ω) ≡ Ŵ = const при |ω| ≥ Eg/2 и Ŵ(ω) ≡ 0

при |ω| < Eg/2. Тогда функция сдвига квазиуровня

принимает вид 3(ω) = (Ŵ/π) ln |(ω − Eg/2)/(ω + Eg/2)|.
Для дальнейшего анализа удобно ввести безраз-

мерные величины: x = 2ω/Eg , η = η∗ − ζ n̄, η∗ =
= 2E/Eg + ζ n0, ζ = 2w2/Mω2

0Eg , ξ∗ = 2ξ/Eg , eg =
= Eg/2Ŵ, λ(x) = π−1 ln |(x − 1)/(x + 1)|.
Как показано в работе [12], в режиме сильной свя-

зи графена с подложкой, когда ξ ≪ Ŵ или egξ
∗ ≪ 1,

изменение плотности состояний при переходе от оди-

ночного адатома углерода к графену дается выраже-

нием (20), где, однако, �̄∗ = 2�̄/Eg = eg(x − η) − λ(x).
Рассматривая невырожденный полупроводник, получим

для зонного вклада в изменение числа заполнения (см.
подробнее [23])

δn ≡ ñ − n̄ = − 4

3π
ξ∗

−1
∫

−∞

D(x)dx , (25)

D(x) =
|�̄∗|

[(�̄∗)2 + 1]2
,

где

n̄ =
1

π

−1
∫

−∞

dx

(�̄∗)2 + 1
. (26)

Рассмотрим для простоты случай |η| < 1, т. е. случай,

характерный именно для полупроводниковой подложки,

так как при |η| ≫ 1 мы возвращаемся к случаю метал-

лического субстрата. Полагая eg ≫ 1, но по-прежнему

оставаясь в режиме сильной связи egξ
∗ ≪ 1(ξ∗ ≪ e−1

g ),

в области x < −1 можно положить �̄∗ ≈ eg(x − η).
Строго говоря, отбрасывание слагаемого λ(x) в выраже-

нии для �̄∗ некорректно, так как при x → −1 функция

λ(x) → ∞. При этом, однако, данная область чрезвычай-

но узка. Поэтому принятая здесь аппроксимация вносит

лишь малую ошибку при вычислении интегралов (25)
и (26). Окончательно получаем

δn ≈ − 2

3π

ξ∗

e3g(1 + η)2
. (27)

n̄ ≈ 1

πe2g

1

1 + η
. (28)

Из уравнения (28) получаем

n̄1,2 ≈
1 + η∗

2ζ

(

1±
√

1− 4ζ

πe2g(1 + η∗)2

)

. (29)
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Необходимым условием справедливости выражения (29)
является выполнение неравенства ζ > (1 + η∗)/2. Та-

ким образом, как и в случае металлической подложки,

константа электрон-фононного взаимодействия должна

быть достаточно велика (тот же вывод делается и

в работах [14,15]). Также необходимо, чтобы второй

член в подкоренном выражении был меньше единицы.

Отметим, что δn < 0, так что при переходе от n̄1 к n̄2

графеновый монослой будет релаксировать
”
наружу“.

До сих пор в этом разделе мы обсуждали вклады

в числа заполнения, связанные с валентной зоной по-

лупроводниковой подложки. Теперь рассмотрим вклад

локального состояния −1 < x l < 1, определяемого по

уравнению �̄∗ = 0 [23]. Раскладывая λ(x) в ряд с учетом

|η| < 1, получим

x l ≈ η/[1 + (2/πeg)]. (30)

Число заполнения локального состояния есть

n̄l = |1− d3/dω|−1
ωl

[23] или в безразмерных величинах

n̄l = |1− e−1
g dλ/dx |−1

x l
при условии, что локальный

уровень ωl (x l) лежит ниже уровня Ферми. В противном

случае n̄l = 0. Полагая, что полупроводник является

собственным и η < 0, получим

n̄l =

(

1 +
2

πeg

1

1− x2
l

)−1

. (31)

Отсюда при eg ≫ 1 и ξ∗ ≪ e−1
g находим n̄l ∼ 1. Таким

образом, в рассмотренном случае локальные уровни

не участвуют в создании двух электронных состояний,

которые могут привести к скачкообразной перестройке

слоя эпитаксиального графена.

5. Заключение

Итак, в настоящей работе для частных случаев показа-

но, что в принципе электрон-фононное взаимодействие

может приводить к электронным и структурным пере-

стройкам эпитаксиального графена. Более того, уста-

новлено, что лист графена может релаксировать как

”
внутрь“, так и

”
наружу“. При этом только на основании

сделанных оценок нельзя утверждать, что первый случай

всегда реализуется только для металлической подложки,

а второй — только для полупроводниковой. Таким об-

разом, в настоящей работе проблема лишь поставлена.

Поскольку, к сожалению, пока информация (как экспе-

риментальная, так и теоретическая) о таких эффектах

отсутствует, проводить более тщательное рассмотрение

вызванной электрон-фононным взаимодействием релак-

сации слоя графена мы считаем преждевременным.
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