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Разработана методика расчета несплошности адгезионного контакта и энергии адгезии двух тел, позволя-
ющая проводить их учет в конструкции многослойной металлокерамической стенки (электроизоляционного
барьера) жидкометаллического бланкета термоядерного реактора. В основе методики используются: модель
линейно-упругой среды — когда деформации пропорциональны внешним воздействиям; предположение о
том, что любое тело в состоянии равновесия обладает минимумом внутренней потенциальной энергии.

Получены выражения для расчета площади адгезионного контакта двух тел и энергии их адгезии.
Приведены расчетные данные, иллюстрирующие зависимость этих параметров от значений модуля Юнга
и коэффициента Пуассона для различных пар материалов, включая наиболее вероятные для электроизоля-
ционных барьеров жидкометаллических бланкетов.

PACS: 02.70.-c

Введение

Одним из направлений разработки электроизоляцион-
ных барьеров на границе раздела жидкий металл−кон-
струкционный материал в проточных трактах самоох-
лаждаемых жидкометаллических бланкетов и систем
охлаждения термоядерных реакторов (ТЯР) является
создание многослойных металлокерамических барье-
ров [1,2]. Однако на пути реализации этой идеи возника-
ют технологические трудности, связанные с формирова-
нием многослойной структуры. С технологической точ-
ки зрения перспективным способом получения метал-
локерамических барьеров представляется формирование
многослойной структуры вакуумно-дуговым напылени-
ем. Однако и по такой технологии получить идеальный
контакт между некоторыми материалами невозможно,
из-за того что атомная решетка одного из материалов
стремится продолжить решетку другого [3], что приво-
дит в окрестности точки их контакта к нарастанию сдви-
говых напряжений по мере удаления от нее и в конечном
счете к отслоению. Несмотря на то что эта проблема
может быть частично снята, например формированием
промежуточных слоев [1], остается опасность того, что
островковый механизм образования и роста напыляемых
слоев [4] может быть причиной существования между
ними пустот, обусловливающих несплошность контакта.

Результаты оценки величины энергии адгезии по из-
ложенной в [1] методике оценки прочности сплошного
адгезионного шва через известные механические харак-
теристики упругих материалов могут существенно от-
личаться из-за несплошности адгезионного контакта от
реального значения энергии, характеризующей качество
сцепления смежных слоев.

Расчетная модель

В настоящей работе предложена методика расчета
энергии адгезии в случае несплошности адгезионного
контакта двух однокомпонентных тел. В ее основе ис-
пользуются: модель линейно-упругой среды — когда де-
формации пропорциональны внешним воздействиям [5];
общеизвестное предположение о том, что любое тело в
состоянии равновесия обладает минимумом внутренней
потенциальной энергии, при этом энергия адгезии на
единице площади определяется по выражению [6]:

F = W(1,2) −W(1) −W(2).

Здесь W(1) и W(2) — поверхностные энергии свобод-
ных от адгезионного контакта тел B(1) и B(2) соот-
ветственно [(1) и (2) — индексы, обозначающие но-
мера тел]; W(1,2) — поверхностная энергия системы
тел B(1) и B(2) на площади их контакта S0 [(1,2) —
индекс соответствующей системы тел]. Это означает,
что на части элементарного участка dSα0 поверхности
контакта S0 (dSα0 = αdS0) адгезия существует, а на части
dS1−α

0 = (1− α)dS0 адгезия отсутствует.
Здесь и далее индекс α означает принадлежность

величины к участку α, на котором есть адгезия, тогда

dS0 = dSα0 + dS1−α
0 = αdS0 + (1− α)dS0.

Несплошность адгезионного контакта тел B(1) и B(2)

говорит о зависимости величины W(1,2) от относитель-
ной площади реального контакта

W(1,2) = f (α).
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При этом условие о минимуме внутренней энергии тела
в состоянии равновесия (в нашем случае B = B(1) ∪ B(2))
сводится к уравнению

∂ f (α)
∂α

= 0, (1)

которое в дальнейшем используется для вычисления α.
Для определения зависимости f (α) принято следую-

щее.
— Расчетная модель для определения энергии ад-

гезии базируется на предположении о том, что для
тел, находящихся в состоянии адгезии, прямолинейное
до деформации материальное волокно, пересекающее
контактную поверхность, сохраняет свою целостность и
гладкость в случае любой деформации объединенного
тела.

— Состояние тела B(γ) (здесь и далее γ — номер тела,
γ = 1, 2), при котором физические свойства однородны,
изотропны и не зависят от его границ, а начальные
напряжения описываются тензором, обозначенным верх-
ним индексом „2“

P2(γ)
0 = T(γ)

0 N(γ),

называется отсчетным. Точка между перемножаемыми
объектами означает их скалярное произведение („сверт-
ку“).

Здесь N(γ) — единичный вектор, нормальный к эк-
випотенциальным поверхностям поля межчастичного
взаимодействия внутри изучаемого тела, совпадающий
на поверхности с внешней единичной нормалью n;
T0 = π0δi j δklei e j ekel — тензор четвертого ранга, характе-
ризующий способность изотропной среды развивать на-
пряженное состояние (здесь и далее проводится сумми-
рование по повторяющимся индексам — правило Эйн-
штейна), где π0 — материальная константа, δi j , δkl —
символы Кронекера, ei , e j , ek, el — базисные векторы,
i , j , k, l = 1, 2, 3.

— Тела B(1) и B(2) являются полубесконечны-
ми, занимающими в отсчетном состоянии обла-
сти B(1): (0 < x1 < +∞, −∞ < x2, x3 < +∞) и B(2):
(−∞ < x1 < 0, −∞ < x2, x3 < +∞), контактирующими
по плоскости S0: (x1 = 0, −∞ < x2, x3 < +∞). В этом
случае W(1,2) определяется по выражению

W(1,2) =

−0∫
−∞

w(1)(x1)dx1 +

+∞∫
+0

w(2)(x1)dx1,

где w(γ) — объемная плотность изменения потенциала
внутренних сил тел B(1) и B(2) соответственно.

— Деформационные и энергетические изменения, свя-
занные с адгезией тел B(1) и B(2), распространяются по
всему их объему.

— Тело B находится в изотермическом состоянии.
— Напряженное состояние характеризуется тензора-

ми P1(γ), P2(γ) с компонентами P1(γ)
i j = ∂w(γ)

∂g(γ)
i j

, P2(γ)
i jk =

= ∂w(γ)

∂Z(γ)
i jk

, являющимися обобщенными внутренними сила-

ми, работающими на обобщенных перемещениях g(γ)
i j и

Z(γ)
i jk соответственно.

— Деформации, вызванные адгезией тел B(1) и B(2),
характеризуются компонентами классического тензора
деформаций

g(γ)
i j =

1
2

(
∂u(γ)

i

∂x j
+
∂u(γ)

j

∂xi

)
и компонентами второго градиента вектора переме-
щений

Z(γ)
i jk =

∂2uγi
∂x j ∂xk

.

Вектор u = ui ei и радиус-вектор точек простран-
ства r = xi ei задаются в ортонормированном базисе ei

(i = 1, 2, 3). Объемная плотность изменения потенциала
внутренних сил определяется равенством

w(γ) = µ(γ)g(γ)
i j g(γ)

i j +
λ(γ)

2
g(γ)

kk g(γ)
ll

+
2µγ + λ(γ)

2

(
b2(γ)

1 Z(γ)
i jk Z(γ)

i jk + b2(γ)
2 Z(γ)

i jk Z(γ)
k ji

)
+ π

(γ)
0i δi j E

(γ)
k Z(γ)

i jk . (2)

Здесь µ(γ), λ(γ) — коэффициенты Ламе, описываемые
выражениями

λ(γ) =
ν (γ)E(γ)

(1 + ν (γ))(1− 2ν (γ))
,

µ(γ) =
E(γ)

2(1 + ν (γ))
,

π
(γ)
0 , b(γ)

1 , b(γ)
2 — дополнительные постоянные, определя-

емые на основании дисперсионного закона [7], коэффи-
циенты которого должны совпадать с соответствующими
коэффициентами, полученными экспериментально [8], и
могут быть вычислены, например, по формулам [1]:

π
(γ)
0 =

W(γ)
p

k(γ) ,

где

W(γ)
p = 8E(γ) · 10−12, [W(γ)

p ] =
J

m2
; k(γ) =

ν (γ)

1− ν (γ) ;

b(γ)
1 =

3W(γ)
p

4k(γ)2A(γ)
1

, b(γ)
2 =

3W(γ)
p

4k(γ)2A(γ)
2

,

где

A(γ)
1 =

E(γ)

2
1− ν (γ)

(1 + ν (γ))(1− 2ν (γ))
,

A(γ)
2 =

E(γ)ν (γ)

(1 + ν (γ))(1− 2ν (γ))
,

а E(γ) и ν (γ) — модуль упругости Юнга и коэффициент
Пуассона материала тела B(γ) соответственно.
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Системы дифференциальных уравнений равновесия
тел B(1) и B(2), находящихся в состоянии адгезии на
поверхности S0 краевых условий на свободных участках
границы этих тел и условий сопряжения на границе
контакта S0 имеют вид [9]:

∇ ·
(
P1(γ) −∇ · P2(γ)) = Q(γ), r ∈ B(γ); (3)

n(γ) ·
(
P1(γ)−∇ · P2(γ))−∇S ·

(
n(γ) · P2(γ))= τ (γ), r∈S(γ);

n(γ) · P2(γ) = q(γ). (4)

Для области αS0 = Sα0 :

n(1−2) ·
(
P1(1) −∇ · P2(1))−∇S ·

(
n(1−2) · P2(1))

+ n(2−1) ·
(
P1(2) −∇ · P2(2))−∇S ·

(
n(2−1) · P2(2)) = 0,

n(1−2) · P2(1) + n(2−1) · P2(2) = 0, (5)

u(1) = u(2), ∇nu(1) = ∇nu; r ∈ Sα0 .

Здесь и далее ∇, ∇S, ∇n — вычисления градиентов по
объему, поверхности тела и нормали к ней соответствен-
но; Q(γ), τ (γ) — объемные и поверхностные плотности
внешних сил, действующих на тело B(γ); q(γ) — по-
верхностная плотность обобщенных сил, совершающих
работу на обобщенных перемещениях — градиентах
реальных перемещений u; n(1−2) — вектор нормали,
направленный от тела B(1) к телу B(2), а n(2−1) — вектор
нормали, направленный от тела B(2) к телу B(1).

Для области (1− α)S0 = S1−α
0 , где адгезия отсут-

ствует, вместо условий (5) используются следующие
условия:

n(1−2) ·
(
P1(1) −∇ · P2(1))−∇S ·

(
n(1−2) · P2(1))

= n(2−1) ·
(
P1(2) −∇ · P2(2))

−∇S ·
(
n(2−1) · P2(2)) = σ

(1−2)
1−α ; (6)

n(1−2) · P2(1) + n(2−1) · P2(2) = 0, r ∈ S1−α
0 .

Здесь и далее σ — поверхностная плотность силы
(напряжение).

Для фиксации положения B = B(1) ∪ B(2) одна из ма-
териальных точек считается неподвижной. Положения
остальных точек составного тела определяются при
расчете деформаций.

В общем случае, когда объединенное тело B подвер-
жено внешним воздействиям, тело B(1) действует на тело
B(2) на площадке dS0 с силой

dF(1−2) = σ (1−2)dS0; (7)

эта сила состоит из двух слагаемых

dF(1−2) = dF(1−2)
α + dF(1−2)

1−α , (8)

где F(1−2)
α возникает и развивается на площадке dSα0 ,

а F(1−2)
1−α — на площадке dS1−α

0 . Из этого следует,

что на участке dSα0 развиваются напряжения σ
(1−2)
α ,

порождаемые адгезией, и

dF(1−2)
α = σ

(1−2)
α dSα0 =

(
ασ

(1−2)
α

)
dS0. (9)

На участке dS(1−α)
0 адгезия между телами B(1) и B(2)

отсутствует, следовательно σ (1−2)
1−α 6= σ

(1−2)
α , и

dF(1−2)
1−α = σ

(1−2)
1−α dS1−α

0 =
[
(1− α)σ (1−2)

1−α
]
dS0. (10)

Подставив (10) и (9) в (8) с учетом (7), увидим, что
напряжение σ (1−2), развивающееся на элементе площади
dS0, является линейной комбинацией напряжений σ (1−2)

α

и σ
(1−2)
1−α с соответствующими весовыми коэффициента-

ми
σ (1−2) = ασ

(1−2)
α + (1− α)σ (1−2)

1−α .

Из рассуждений для гипернапряжений

q(1−2) = n(1−2) · P2(1) = n(2−1) · P2(2),

развивающихся на тех же участках dSα0 и dS1−α
0 следует,

что
q(1−2) = αq(1−2)

α + (1− α)q(1−2)
1−α .

Согласно [5], векторы σ (1−2) и q(1−2) связаны с тензора-
ми P1(2) и P2(2) соотношениями

σ (1−2) = n(1−2) ·
(
P1(2) −∇ · P2(2))−∇S ·

(
n(1−2) · P2(2)),

(11)
q(1−2) = n(1−2) · P2(2) (12)

Из условий непрерывности и дифференцируемости пе-
рехода от приграничных областей к внутренним с уче-
том (11), (12) вытекает, что тензоры Pk(γ)

α и Pk(γ)
1−α

(k = 1, 2; γ = 1, 2) удовлетворяют условиям равнове-
сия (3).

Учет влияния неполноты контакта на перемещениях,
обусловленных деформациями при адгезии тел, прово-
дится на следующем основании. Выражения для элемен-
тарных объема и массы частицы тела, например B(2),
имеют соответственно вид

dV(2) = dndS0 = dndSα0 + dndS1−α
0 = dV(2)

α + dV(2)
1−α,

(13)
dm(2) = ρdV(2) = dm(2)

α + dm(2)
1−α

= αdm(2) + (1− α)dm(2), (14)

где dn — элементарная высота, отсчитываемая вдоль
нормали n, ρ — массовая плотность.

В процессе формирования адгезионного контакта тело
B(2) движется с некоторой скоростью U(2). При этом
его частицы dm(2)

α под действием силы dF(1−2)
α получат

импульс силы

dF(1−2)
α dt = U(2)

α dm(2)
α . (15)

Аналогично частица dm(2)
1−α получит импульс

dF(1−2)
1−α dt = U(2)

1−αdm(2)
1−α. (16)
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Сложив (15) и (16), отнеся полный импульс к массе
частицы (14), учитывая, что полученное при этом пере-
мещение u(2) = U(2)dt, получим следующее выражение
для перемещений любых тел B(1) и B(2) на границе S0:

u(γ) = αu(γ) + (1− α)u(γ)
1−α. (17)

На основании дифференцируемости перемещений в
телах B(γ) можно утверждать, что представление (15)
сохраняет свой смысл во всей области, занимаемой B(γ).

Тензоры напряжений являются линейными комбина-
циями градиентов перемещений различных порядков.
Поэтому на основании (17) для них справедливо соот-
ношение

Pk(γ) = αPk(γ)
α + (1− α)Pk(γ)

1−α; γ, k = 1, 2. (18)

Представленные выше рассуждения позволяют ре-
шить независимо друг от друга две задачи. Первая —
об адгезии тел B(1) и B(2) в предположении об ее
абсолютной сплошности на S0 (уравнения (3)−(5)).
Вторая — об их напряженно-деформированном состо-
янии при условии отсутствия их взаимных воздействий
(3), (4), (6). Из решения системы (3)−(5) получается
выражение для поля перемещений u(γ)

α , а из решения
системы (3), (4), (6) — для поля перемещений u(γ)

1−α .
После этого на основании (2) получаются выражения
для Pk(γ)

α и Pk(γ)
1−α .

Объемная плотность внутренней потенциальной энер-
гии w является работой внутренних обобщенных сил,
определяемых тензорами Pk(γ) на обобщенных переме-
щениях, определяемых градиентами ∇kuγ , поэтому

w(1,2) =
2∑

γ=1

[ ∫
9(γ)

P1(γ) · d
(
∇u(γ))

+
∫
8(γ)

P2(γ) · d
(
∇2u(γ))], (19)

где 9(γ) = ∇u(γ), 8(γ) = ∇2u(γ) — текущие значения
первого и второго градиентов перемещений.

Подставив выражения (17) и (18) в (19), получим

w(1,2) =
2∑

γ=1

[
α2w

(γ)
αα + α(1− α)w(γ)

α(1−α)

+ (1− α)2w
(γ)
(1−α)(1−α)

]
. (20)

Проинтегрировав (20) по объему, занимаемому объеди-
ненным телом B = B(1) ∪ B(2), и обозначив

Wαα =
2∑

γ=1

W(γ)
αα ; W(γ)

αα =
∫

B(γ)

w
(γ)
ααdV;

Wα(1−α) =
2∑

γ=1

W(γ)
α(1−α); W(γ)

α(1−α) =
∫

B(γ)

w
(γ)
α(1−α)dV;

W(1−α)(1−α) =
2∑

γ=1

W(γ)
(1−α)(1−α);

W(γ)
(1−α)(1−α) =

∫
B(γ)

w
(γ)
(1−α)(1−α)dV,

получим квадратичную зависимость поверхностной
энергии от α:

W(1,2) = α2Wαα + α(1 − α)Wα(1−α)

+ (1− α)2W(1−α)(1−α) = f (α).

В этой записи Wαα численно равно работе обобщенных
внутренних потенциальных сил на соответствующих им
перемещениях в телах B(γ), вызванных их адгезионным
контактом, а W(1−α)(1−α) — работа обобщенных внутрен-
них потенциальных сил на перемещениях, возникающих
в B(γ) при отсутствии адгезии. Вследствие этого обе ве-
личины Wαα и W(1−α)(1−α) положительны. Следовательно,
зависимость f (α) имеет минимум, а соответствующее
ему значение, определяемое условием (1), вычисляется
по следующей формуле:

α =
(

1 +
2Wαα −Wα(1−α)

2W(1−α)(1−α) −Wα(1−α)

)−1

.

Методика расчета

Значения Wαα, W(1−α)(1−α), Wα(1−α) могут быть рассчи-
таны по следующим формулам:

Wαα =
3(π(2)

0 − π
(1)
0 )

4(A(1)
1 b(1)

1 + A(2)
1 b(2)

1 )
,

Wα(1−α) = − (π(2)
0 − π

(1)
0 )

2(A(1)
1 b(1)

1 + A(2)
1 b(2)

1 )
,

W(1−α)(1−α) =
3π(1)2

0

4A(1)
1 b(1)

1

+
3π(2)2

0

4A(2)
1 b(2)

1

,

где

A(γ)
1 =

E(γ)

2
1− ν (γ)

(1 + ν (γ))(1− 2ν (γ))
,

A(γ)
2 =

E(γ)ν (γ)

(1 + ν (γ))(1− 2ν (γ))
,

b(γ)
1 =

3W(γ)
p

4k(γ)2A(γ)
1

, b(γ)
2 =

3W(γ)
p

4k(γ)2A(γ)
2

.

По значению α рассчитывается энергия адгезии тел B(1)

и B(2)

F = α
(
αWαα + (1− α)Wα(1−α) − (2− α)W(1−α)(1−α)

)
.
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Рис. 1. Зависимости относительной площади адгезионного
контакта различных пар материалов от соотношений величин
их модулей Юнга и коэффициентов Пуассона. a) 1 — ξ = 3,
2 — 1, 3 — 0.5, 4 — 0.25, 5 — 0.1, 6 — 0; b) 1 — θ = 2,
2 — 1, 3 — 0.5, 4 — 0.25, 5 — 0.1, 6 — 0.

При этом F = F(E1, E2, ν1, ν2), α = α(E1, E2, ν1, ν2).
Ввeдя обозначения ξ = E1

E2
и θ = ν2

ν1

(1−ν1)
(1−ν2) , получим удоб-

ные для анализа выражения для площади относительно-
го контакта и энергии адгезии в относительных едини-
цах, имеющие следующий вид:

α∗(ξ, θ) =
3ξ + 4θ2ξ2 + 4 + 3θ2ξ − 2θξ

3ξ + 8θ2ξ2 + 8 + 3θ2ξ − 10θξ
, (21)

F∗(ξ, θ) =
(3ξ + 4θ2ξ2 + 4 + 3θ2ξ − 2θξ)2

6(1 + θ2ξ)(3ξ + 8θ2ξ2 + 8 + 3θ2ξ − 10θξ)
,

(22)
где

α∗(ξ, θ) = α(E1, E2, ν1, ν2), F∗(ξ, θ) =
F(E1, E2, ν1, ν2)
F(E2, E2, ν2, ν2)

.

Результаты и их обсуждение

Из анализа выражений (21), (22) следует, что мак-
симальные значения поверхности адгезионного контакта
α∗max = 1 имеют место при выполнении условия

E1

E2
=
ν1

ν2

(1− ν2)
(1− ν1)

. (23)

Что касается зависимости F∗(ξ, θ), то условие максиму-
ма (23) выполняется только для зависимости F∗ = F∗(θ)
при фиксированном значении ξ . При фиксированном
значении θ F(ξ)∗ξ→∞ →∞.

На рис. 1−2 приведены кривые, иллюстрирующие
характер зависимостей α∗(θ), F∗(θ), α∗(ξ) и F∗(ξ).

Учитывая, что для жидкометаллического бланкета
ТЯР в качестве конструкционного материала пред-

Рис. 2. Зависимости относительной энергии адгезии контакта
различных пар материалов от соотношений величин их моду-
лей Юнга и коэффициентов Пуассона. a) 1 — ξ = 3, 2 — 2,
3 — 1, 4 — 0.5, 5 — 0.33, 6 — 0.25, 7 — 0.1, 8 — 0;
b) 1 — θ = 2, 2 — 1, 3 — 0.5, 4 — 0.25, 5 — 0.1, 6 — 0.
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Относительная площадь контакта и энергия адгезии различных
пар материалов

Материал
Величина

α |F|, J/m2

AlN−Mo 0.926 5.14
AlN−Cr 0.996 5.09
AlN−Ti 0.765 3.01
AlN−Nb 0.687 2.79
AlN−Al 0.585 2.39

AlN−VCrTi 0.640 2.84
VCrTi−Mo 0.714 2.89
VCrTi−Cr 0.660 2.51
VCrTi−Ti 0.877 1.67
VCrTi−Nb 0.956 1.75
VCrTi−Al 0.938 1.50

VCrTi−VCrTi 1.000 2.02

полагается использовать сплав ванадий−хром−титан
(VCrTi), а в качестве одной из компонент электро-
изоляционного барьера нитрид алюминия (AlN), были
проведены расчеты относительной площади контакта
и энергии адгезии для представляющих практический
интерес пар материалов. Приведенные в таблице ре-
зультаты расчетов свидетельствуют о том, что с точки
зрения качества адгезионного контакта для VCrTi и
AlN наиболее предпочтительным материалом проме-
жуточного слоя является молибден, что согласуется с
выводами [1].

Заключение

1. Полученные зависимости могут использоваться для
практических оценок качества адгезионных контактов.

2. При создании многослойных электроизоляционных
барьеров в жидкометаллическом бланкете ТЯР для
улучшения адгезионного контакта между VCrTi и AlN
требуется нанесение промежуточного слоя, например из
молибдена.
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