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Для упорядоченных конфигураций дислокационных сеток в кристаллах теоретически исследована приме-
нимость подходов теории перколяции. Вычислена свободная энергия для дислокационных сеток, образующих
кластеры методами теории перколяции, использующей модели Изинга, Поттса и решение Онзагера.

PACS: 61.72.Lk, 64.60.ah, 68.35.-p

Для исследования дислокационных сеток, формиру-
ющихся на поверхности твердого тела, представляет
интерес применение теории перколяции [1], которая при-
меняется в физике для изучения процессов, происходя-
щих в неоднородных средах со случайными свойствами,
зафиксированными в пространстве и неизменными во
времени. Ранее теория была применена для описания
проводимости в твердых телах с примесными атома-
ми [2]. Теория перколяции [3] в ряде проблем близка
к статистической механике и заимствует из нее ряд
понятий (фазовый переход, критический индекс и др.).

Первые работы по теории перколяции принадлежат
Дж. Хаммерсли (см., например, [4]). В перколяционной
теории различают решеточные и континуальные задачи
(на случайных узлах). Здесь применим теорию, иссле-
дующую протекание по связям решетки (решеточные
задачи связей).

В теории перколяции применяется понятие класте-
ра [5]. Понятие кластера рассматривается в модели слу-
чайных кластеров. Вначале запишем известное понятие
парного статистического веса (ПСВ):

ω(σ1, σ2) = exp
[
−ε(σ1, σ2)/T

]
, (1)

где σ1, σ2 — состояние спинов, σ1 = ±1.
Статистическая сумма в модели Поттса представляет-

ся графически в соответствии с ПСВ:

Z = exp(KKLδp1,p2) = 1 + vδp1,p2, (2)

v = exp KKL − 1, (3)

где pj = 0, 1, 2, . . ., q− 1 — спиновая переменная, θ —
угол между направлениями q (θ = 2πpj /q).

На гра́фе рис. 1 сопоставляются пустое ребро
и vδp1,p2 — заполненное. Кластером называется сово-
купность узлов, соединенных дислокациями. Изолиро-
ванный узел также считается кластером [5]. В наиболее
простом представлении статистическая сумма q-компо-
нентной модели Поттса представляется в виде [5–7]:

Z(q,v) =
∑

On count

qKLvm, (4)

где KKL — число кластеров, m — число заполненных
ребер в гра́фе. Определив статистическую сумму графи-
чески, можем не считать q целым числом.

Энергия Гиббса−Гельмгольца, как обычно,

F = −kBT ln Z.

В теории перколяции считается, что распределение
целых и блокированных связей в решетке случайно;
вероятность того, что данная связь является целой,
равна x. При малых значениях x целые связи, как
правило, далеки друг от друга и доминируют кластеры
из небольшого количества узлов, однако с увеличени-
ем x размеры кластеров резко возрастают. Порогом
протекания (xc) называется такое значение x, при кото-
ром впервые возникает кластер из бесконечного числа
узлов. Для физически реальных решеток существуют
точные формулы, определяющие величины xc [8]. Так,
для рассматриваемых дислокационных сеток правиль-
ной формы (треугольной, квадратной и шестиугольной)
пороги протекания соответственно равны 0.6527, 0.5,
0.3473 [9] (в данной работе pc — пороговые значения).

Указанные критические значения порогов протекания,
вычисленные по теории перколяции для физических
решеток, очевидно, определяют границу устойчивости,

Рис. 1. Пример гра́фа в кластерном разложении модели
Поттса.
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следовательно, последние тождественны определенным
точкам спинодали [10] и справедливо обращение произ-
водной (∂p/∂v)T в точке перехода в нуль.

К современным направлениям теории перколяции
можно отнести работу [11], где теория применяется
при анализе прохождения дислокаций через ячеистую
структуру деформированных материалов; [12], в которой
развита цветная модель Поттса, где q — различные; ра-
боту [13], в которой описывается перколяция на решетке
неточечных объектов, эта задача занимает промежу-
точное положение между классическими решеточными
задачами и континуальными. В работе [14] приводится
описание различных направлений, в том числе перколя-
ции для решеток с d ≤ 3.

Цель настоящей работы применить подходы теории
перколяции, полученные в [1–4], к конкретным кла-
стерам дислокаций, экспериментально полученным раз-
личными авторами; определить свободную энергию для
кластеров с помощью подходов теории перколяции.

Для определения количества кластеров (KKL в вы-
ражении (4)) применим метод производящих функций.
Следуя работам [6,15], для случая отсутствия „побоч-
ного“ поля (h) запишем выражение для производящей
функции [15]:

G =
∑

s

ns(p)e−sh =
∑

s

ns(p)e0

= ns(p1) + ns(p2) + . . . , (5)

где ns(p) — среднее число кластеров размером s, раз-
деленное на общее число мест, p = 1− e−K — вероят-
ность, K — флуктуационное поле Вейсса. Наиболее ве-
роятное развитие кластеров дислокаций в соответствии
с (5) должно происходить в единственном векторном
направлении, „пошаговым“ присоединением — один за
другим. Выражение (5), таким образом, представляет
интерпретацию модели Изинга в производящих функци-
ях. Приведем конкретный экспериментальный результат:
кластеры из сеток дислокаций в платине (рис. 2) [16],
конфигурация сеток близка к модели Изинга [6,15]. „За-
полненные ребра“ в данном случае образуют правиль-
ные многоугольники. По определению, изолированный
узел (например, квадрат) также является кластером.
Соединенные между собой многоугольники образуют
(рис. 2) кластер прямоугольной формы шириной H
(но неизвестной длины). Заметим, что модель Изинга
(q = 2) наиболее вероятна для реализации на двумерной
решетке, и существование указанных сеток в реальном
кристалле свидетельствует о совершенстве структуры.
Максимальное число кластеров определяется, очевидно,
условием p < pc .

Производящая функция [15] при h 6= 0 такова:

G = ns1(p1) exp(−s1h) + ns2(p2) exp(−s2h) + . . . , (6)

(где s — размер кластера, h — внешнее поле) и
описывает „распадающиеся“ по нескольким векторным

Рис. 2. Дислокационные сетки в платине: a — шестиугольные,
b, c — квадратные.

Рис. 3. Дислокационные сетки в бромиде хрома.

направлениям кластеры дислокаций, интерпретируя мо-
дель Поттса. Определим G для d = 2, следуя [16].

G = −min
[
P1(m− 1)2 − e−(2P1+h)

]
, (6a)

где P1 — порог протекания по связям [2], m — параметр
порядка, равный 0−1.

Подставив выражение (6а) в (6) и считая p1 ≈ p2 ≈
≈ p3 ≈ . . . 〈p〉, можно приближенно определить количе-
ство кластеров и статистическую сумму (соответственно
энергию Гиббса−Гельмгольца) по выражению (4).

На рис. 3 мы приводим экспериментальный резуль-
тат [16], в котором хорошо видно разбиение на класте-
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Растяги - Собственная Свободная энергия Собственная Свободная
L, m Модуль

вающее
энергия, Fsix angle, J энергия, энергия,

Мате - сторона сдвига Fsix angle, J L, m Ffour angle, J Ffour angle, J

риал шести - µdisp,
b, Å напря-

теория одномерная двумерная модель (квадрат) теория одномерная

угольника N/m2
жение

дислокаций модель модель Поттса дисло- модель
σB, N/m2

Изинга Изинга каций Изинга

Pt (0.01−0.02) 6.65 ·1010 2.775 14.3 ·107 7.8 · 10−16 3.75 ·10−16 9.2 ·10−16 (2−3) 5 ·10−16 4.9 ·10−16

×10−6 ×10−6

Fe 0.166 · 10−6 6.3 · 1010 2.54 110 ·107 56.4 ·10−16 82.8 ·10−16 157.3 ·10−16

(ГЦК)∗

Zn 0.09 · 10−6 3.26 ·1010 4.94 23 · 107 52 · 10−16 42.5 ·10−16

∗ ГЦК — гранецентрированная кубическая решетка.

ры. Результат с указанной конфигурацией кластеров в
некоторой степени близок к модели Поттса. Подобный
результат был получен и в работе [17] — для молиб-
дена. Таким образом, применение теории перколяции
к конкретным дислокационным конфигурациям сеток
позволяет разделить и описать кластеры дислокаций в
рамках модели Изинга и Поттса.

Получим выражения свободной энергии для дислока-
ционных сеток методами теории перколяции.

Для шестиугольной сетки выражение для собственной
энергии получено Хирт и Лоте [18]:

Wsix angle = 6L
2− ν

2(1 − ν)
µdisp b2

4π

[
ln(L/ρintegr)− 0.84

]
(7)

где Wsix angle — собственная энергия шестиугольной
сетки, ρintegr — параметр обрезания интегралов, ν —
коэффициент Пуассона, b — вектор Бюргерса, µdisp —
модуль сдвига, L — длина стороны правильного шести-
угольника.

Выражение для собственной энергии квадратной сет-
ки, следуя работе [17] будет:

Wfour angle ≈ 4
µdispb2L

4π
2− ν

2(1− ν)
[

ln(L/ρintegr) + 1/3
]

(8)

На рис. 2, 3 дислокационные сетки расположены
наклонно к плоскости рисунка, и произведение векторов
дифракции и Бюргерса (g · b) различно в разных частях
рисунка. Наклон микрообразца (фольги) происходит из-
за ее неравномерного утонения (в процессе приготовле-
ния), и дислокационная сетка испытывает прогиб, изме-
няющийся по мере сближения с поверхностью фольги.
Собственная энергия отрезка дислокации изменяется в
зависимости от ориентации и в приближении линейного
натяжения

δLfull =
1
2

Lϕ2,

где ϕ — угол между вектором Бюргерса и ориен-
тацией поверхности [18]. Это приводит к изменению
энергии 18:

18 =
µb2

4π(1− ν)
[ ln(L/ρ) − 2.39] . (9)

Рис. 4. Одномерная решетка из N узлов.

Для типичных длин прогибов L ∼ 103b и ν = 1/3 вели-
чина δLfull может отличаться на множитель порядка 2.
Следовательно, полученные по выражениям (7), (8)
значения энергии необходимо увеличить примерно в
2 раза [17]. Заметим, что дислокации в данном случае
исследовались на монокристалле Pt, поэтому в данном
случае малоугловая граница (и ее воздействие) отсут-
ствует [19].

Вычислим собственную энергию дислокационных се-
ток [16] (правильные шестиугольники, L — длина сторо-
ны) для некоторых монокристаллов, следуя выражениям
теории дислокации, а именно для платины, железа,
цинка (7), результаты приведены в таблице.

Учитывая применимость методов статисческой ме-
ханики в теории перколяции, определим свободную
энергию в одномерной модели Изинга в представлении
Онзагера [6,15,20].

В модели Изинга (рис. 4) узлы расположены вдоль
одной линии и пронумерованы индексами: j = 1, . . . ,N.
Энергия системы

E(σ ) = −J
N∑

j =1

σ jσ j − H
N∑

j =1

σ j . (10)

Модель предполагает эквивалентность узлов 〈σ1〉 =
= 〈σ2〉, статистическая сумма

ZN =
∑
σ

exp
{

K
∑

σ jσ j +1 + h
∑

σ j

}
, (11)

где K = J/kT, h = H/kT.
Экспонента может быть представлена [21] в виде

сомножителей

ZN =
∑

V(σ1, σ2)V(σ2, σ3)V(σ3, σ4) . . .

. . .V(σN−1σN)V(σNσ1), (12)

где V(σσ ′) = exp
[
Kσ1σ + 1/2h(σ + σ ′)

]
.
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Выражение (12) можно представить как элементы
матрицы

V =
(

V(+,+) V(+,−)
V(−,+) V(−,−)

)
=
(

eK+h e−K+h

e−K−h eK−h

)
. (13)

В этом случае каждое суммирование по σ2, σ3,
σ4, . . . , σN в (12) можно рассматривать как последова-
тельное умножение матриц, а суммирование по σ1 —
как операцию взятия следа:

ZN = Trace VN. (14)

На каждом шаге вычислений умножение на матрицу V
соответствует суммированию по конфигурациям еще
одного узла решетки. Матрица V называется трансфер-
матрицей. Пусть x1, x2 — два собственных вектора
матрицы V, а λ1 и λ2 — соответствующие собственные
значения, в этом случае

Vx j = λ j x j , j = 1, 2. (15)

Если P — матрица 2× 2, столбцы которой составлены
из компонент векторов x1 и x2, т. е.

P = (x1, x2), (16)

то из (15) следует

V · P = P

(
λ1 0
0 λ2

)
. (17)

Так как V — симметричная матрица, то находят пару ор-
тогональных линейно-независимых собственных векто-
ров x1, x2. Матрица P, составленная из компонент такой
пары, несингулярна, т. е. имеет обратную матрицу P−1.
Умножение (17) на P−1 дает:

V · P = P

(
λ1 0
0 λ2

)
P−1. (18)

После подстановки этого выражения для V в выраже-
ние (14) матрицы сокращаются:

ZN = Trace

(
λ1 0
0 λ2

)N

= λN
1 + λN

2 . (19)

Если λ1 — наибольшее из двух собственных значений,
то в этом случае (19) можно записать

N−1 ln ZN = ln λ1 + N−1 ln
[
1 + (λ2/λ1)N

]
. (20)

Так как |λ2/λ1| < 1, второй член справа стремится к
нулю, когда N→∞. Из этого следует, что свободная
энергия при N→∞ стремится к следующему пределу:

f (H, T) = −kT lim N−1 ln ZN. (21)

Следуя [20] и учитывая, что для железа температура
Кюри — TCurier = 1048◦ K, запишем выражение для сво-
бодной энергии:

F = −NkBTCurier log λ, (22)

λ1 = −2 cosh (Jexc/kBTCurier), (23)

λ1 = −
(
eJ/kBTK − e−J/kBTK

)
, (23a)

где F — свободная энергия, kB — постоянная Больц-
мана, N — число атомов (L. Onzager в [20] записывает
гиперболический косинус именно в виде cosh).

Отметим, что „обменный интеграл“, Jexc (exchange), в
общем виде записывается [19]:

Jexc =
1
4

{
JAB −

1
2

(JAA + JBB)
}
,

где JAA — энергия взаимодействия между атомами AA,
JAB — энергия взаимодействия между атомами AB.

Применим известное значение Jexc для чистого железа
исходя из соотношения в работе [19], учитывая темпера-
туру TCurier = 1043 K:

kBTCurier = p Jexc, Jexc = kBTCurier/p≈ 1.8 · 10−21,

(24)
где p — координационное число.

Из выражений (23а) и (24) имеем:

λ1 =−
[
e1.8·10−21/(1.38·10−23·297)

− e−1.8·10−21/(1.38·10−23·297)
]

= −0.9.

Определим количество атомов на стороне шести-
угольной сетки (рис. 5) [22]

N = L/a = 653.

Число атомов на поверхности сетки (шестиугольное
число, рис. 5 [23]):

N5 = (4n2
L − 2nL)/2, (25)

N5 = (4n2
L − 2nL)/2 = 85.2 · 104.

Приближенно будем считать, что внутренние ато-
мы (рис. 6) занимают, по крайней мере, полови-
ну от наружных (точное расположение неизвестно)
т. е. nin ≈ 653/2 ≈ 325. В этом случае число атомов
дислокационной сетки будет

ND = N5 − Nin ≈ 64.2 · 104.

Свободная энергия в одномерной модели Изинга
F ≈ 82.8 · 10−16 J.

Рис. 5. Дислокационные сетки в железе (×36 000).
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Рис. 6. Двумерная модель Изинга (шестиугольной сетки и
квадратной) в координатной системе поля Вейсса.

Далее, следуя [20], свободную энергию определяем
для сетки дислокаций в платине (парамагнетик). В этом
случае наибольшее число матрицы λ1 (19) Онзагер
связывает с растягивающим напряжением на один атом

λ1 = σ1/kBT, (26)

W = σ 2V/2E (энергия на кристалл), (27)

1W = W/N = σ 2M/2ENA ρ, (28)

1σ = 2E1W/Vat, (29)

где σi = 1σ — напряжение на один атом, 1W — энергия
на один атом, NA — число Авогадро, M — молярная
масса, ρ — плотность, E — модуль Юнга, V — объем
кристалла, Vat — объем атома.

На внешней стороне шестиугольной сетки число ато-
мов nL out = 0.02 · 10−6/2.775 · 10−10 ≈ 72 at. Число ато-
мов на поверхности в сетке

N5 = 4n2
L − 2nL/2 = 10 296.

Считая, что на внутренней стороне nL in ≈ 36 at, имеем

N5 in = 4n2
L in − 2nL in/2 ≈ 5148.

Число атомов сетки ND ≈ 5148, т. е. вычитаем из внеш-
него шестиугольного числа меньшее, внутреннее. Учи-
тывая, что толщина фольги [17] t ≈ 100 nm, а вследствие
утонения (см. выше) ∼ 80 nm, то общее число атомов в
объеме

N = (t/a)N5 ≈ 1.45 · 105. (30)

Свободная энергия шестиугольной сетки из платины, с
учетом ориентации фольги, по выражению (22):

Fsix angle ≈ 3.75 · 10−16 J,

аналогично для цинка Fsix angle ≈ 42.5 · 10−16 J (см. таб-
лицу).

Определим далее собственную энергию для квад-
ратной сетки из платины (рис. 2) по выраже-
нию (8) — подходами теории дислокаций. Величина L ≈

≈ (0.02 . . . 0.03) · 10−6 m. Остальные параметры сохра-
няются. WPt four angle (disloc) ≈ 5 · 10−16 J. Далее для той
же сетки свободную энергию определяем в одномер-
ной модели Изинга, следуя [20], применяя выраже-
ния (22), (23а).

В данном случае изменится число атомов в сетке —
N. Число атомов на поверхности N5 будет следующим:

N5 = (L/a)2.

На одной стороне

L/a = (0.02−0.03) · 10−6/2.775 · 10−10 = 72−108,

N5 = (72−108)2 = 5184−11 664.

Общее число N будет (30) ≈ 1.67 · 107 (внутреннее
квадратное число не учитываем).
Свободная энергия: FPt four angle (Onzager) ≈ 4.9 · 10−16 J.

Далее определим свободную энергию в двумерной
модели Изинга при h = 0 [24]:

F(n,m, 0) = 1/2π

π∫
0

f (θ) dθ, (31)

где

f (θ) = ln 2 + ln
[
ch(2n) ch(2m)+ t−1(1+ t2−2t cos θ)1/2

]
,

t = 1/ sh(2n) sh(2m), n = ν/kBT , m = µ/kBT ; ν , µ —
коэффициенты межспиновых взаимодействий по соот-
ветствующим направлениям, или, в обозначениях (11),
F(n,m, 0) ≡ F(K, K′, 0),

f (θ)= ln 2+ln
[
ch(2K) ch(2K′)+ t−1(1+ t2−2T cos θ)1/2

]
,

t = 1/ sh(2K) sh(2K′).

В [24] для двумерной модели

Trace AN = λN
(

1 +
∑

θN
1

)
.

Так как между векторами взаимодействий (Fe) угол 120◦

(см. рис. 5), то

N ln λ1+N ln(λ2/λ1) = N
[
ln(−0.9)+

1
2

ln(−3)
]
≈ N · 0.54,

F ≈ 119.3 · 10−16 J.
Далее определим статистическую сумму по выраже-

нию (4) для кластера, состоящего из одной шестиуголь-
ной ячейки для Pt: q = 3, K = 1, v = exp K − 1 = 1.718.
Для шести сторон m = 432 (по числу связей атомов).
Будем в самом грубом приближении считать, что ячейка
состоит только из двух рядов атомов:

Z = 2 · 31 · (1.718)432 = 2022,

F ∼ kT ln Z ∼ 1.38 · 10−23 · 2022 · 1300 ∼ 0.36 · 10−16 J.

Так как распределение атомов в сетке неизвестно, то
предположим, что правомерно определить свободную
энергию из большего числа атомов, (принимаем 12).
В этом случае имеем

Z ≈ 51 314, F ≈ 9.2 · 10−16 J.
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Выводы

1. Исследование дислокационных сеток с применени-
ем теории перколяции показало возможность разделения
кластеров по двум модельным представлениям — Изин-
га и Поттса.

2. Показана принципиальная возможность определе-
ния количества кластеров в моделях Изинга и Поттса
с применением производящих функций.

3. Рассчитана энергия Гиббса−Гельмгольца для дисло-
кационных сеток (шестиугольных и квадратных) подхо-
дами теории перколяции в модельных представлениях:
Изинга и в простейшей модели Поттса на графах.

4. Установлено, что явный минимум свободной энер-
гии для дислокационных сеток, определенный мето-
дами в моделях Изинга (одномерной и двумерной),
наблюдается в сетках из платины. Минимум энер-
гии Гиббса−Гельмгольца — критерий устойчивости ма-
териалов. Любое контролируемое изменение фазово-
го состава материала либо легирование должно про-
водиться так, чтобы в тонкой структуре (кластерах
дислокаций) выполнялось условие минимума энергии
Гиббса−Гельмгольца. Причем уже появление сеток дис-
локаций — критерий области устойчивости. Разрознен-
ные дислокации (винтовые и смешанные) — явный
признак метастабильности.

Автор благодарен академику РАН Новикову И.И. и
канд. физ.-мат. наук доц. МИФИ Аксеновой Е.Н. за
поддержку и обсуждение статьи.
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