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В рамках приближения виртуального кристалла исследовано распространение света в неидеальной
кремний-жидкокристаллической сверхрешетке (одномерном кристалле с двумя элементами-слоями в эле-
ментарной ячейке). Исследованы особенности оптических характеристик показателя преломления, ширины
нижайшей запрещенной зоны, обусловленные случайной вариацией слоев по толщине. Использование
слоистых композитных материалов с переменной толщиной слоев существенно расширяет возможности
моделирования и создания новых слоистых материалов.

PACS: 78.66.Sq

Введение

Исследованиям распространения электромагнитных
волн в тонких пленках и идеальных слоистых кристал-
лических средах (в частности, в фотонных магнитных
кристаллах [1,2] и композитных материалах на основе
кремния и жидкого кристалла [3]) в настоящее время
уделяется достаточно много внимания (см. также [4–7]
и ссылки в этих работах). Общая теория оптических
волн в периодических кристаллических средах, в том
числе состоящих из макроскопических слоев, рассмот-
рена в [8]. Дальнейшее развитие теории слоистых струк-
тур требует рассмотрения более сложных систем —
сверхрешеток с дефектными слоями (например, слоями
переменного состава и толщины). В монографии [7] рас-
смотрены фотонно-кристаллические системы на осно-
ве жидких кристаллов, в том числе с включением
последних в качестве дефектов, исследовано распро-
странение электромагнитных волн в таких фотонных
структурах (включая поверхностные волны и локали-
зованные на дефектах структуры моды). В предыдущих
работах авторов [9,10] рассмотрен случай неидеальных
многослойников, примесные слои которых отличают-
ся от соответствующих слоев идеальной сверхрешетки
лишь составом. В то же время представляет интерес
изучение неидеальной сверхрешетки, слои которой варь-
ируются по толщине. Очевидно, что при хаотическом
распределении примесных слоев их концентрация не
является функцией координат и поляритонные харак-
теристики приобретают зависимость от концентрации.
Эти характеристики качественно отличаются от случая,
рассмотренного ранее [9,10] для неидеальных сверхре-
шеток с переменным составом. Использование слоистых
композитных материалов с переменной толщиной слоев
существенно расширяет возможности моделирования и
создания новых слоистых материалов. Эта проблема
представляет интерес и с чисто теоретической точки
зрения, поскольку подобные модельные системы ранее
не исследовались.

Методика расчета поляритонных возбуждений для
указанных систем имеет много общего с методами
нахождения квазичастичных возбуждений (электронных,
фотонных и пр.) в топологически неупорядоченных
неидеальных кристаллах. Распространенным методом
расчета квазичастичных состояний в неупорядоченных
средах является приближение виртуального кристал-
ла (ПВК), которое заключается в замене конфигураци-
онно зависимых параметров гамильтониана задачи на их
усредненные значения [11]. Поляритонные спектры и со-
ответствующие оптические характеристики неидеальных
сверхрешеток удобно исследовать, используя именно
это приближение, поскольку ПВК позволяет выявлять
особенности и трансформацию спектров элементарных
возбуждений, обусловленную изменением концентрации
дефектов в неидеальных кристаллах.

В данной работе рассмотрено распространение света в
неидеальном немагнитном многослойнике с переменной
толщиной слоев. Полученный в рамках ПВК поляритон-
ный спектр неидеальной сверхрешетки с произвольным
числом слоев в элементарной ячейке конкретизирован
для случая кремний-жидкокристаллической системы —
„одномерного кристалла“ с двумя элементами-слоями в
элементарной ячейке. Исследованы особенности оптиче-
ских характеристик (показателя преломления, ширины
нижайшей запрещенной зоны), обусловленные случай-
ной вариацией слоев по толщине. Использование слои-
стых композитных материалов с переменной толщиной
слоев существенно расширяет возможности моделирова-
ния и создания новых слоистых материалов.

1. Распространение электромагнитных
волн в неоднородных структурах

Оптические свойства периодической среды определя-
ются соответствующими материальными тензорами —
диэлектрической ε̂(r) и магнитной µ̂(r) проницаемостя-
ми, которые в случае идеальных систем удовлетворяют
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равенствам

ε̂(x, y, z) = ε̂(x, y, z + d),

µ̂(x, y, z) = µ̂(x, y, z + d). (1)

Здесь d =
σ∑
α=1

aα — период сверхрешетки, σ — число

слоев в элементарной ячейке, aα — толщина соответ-
ствующих слоев одномерной цепочки элементов, лежа-
щих вдоль оси z. В координатном представлении матери-
альные тензоры ε̂ и µ̂ кристаллической сверхрешетки с
произвольным числом σ слоев выражаются в следующей
форме:(

ε̂(z)
µ̂(z)

)
=
∑
n,α

(
ε̂nα

µ̂nα

){
θ

[
z − (n− 1)d

−
( α∑

j =1

an j − ana

)]
− θ
[
z − (n− 1)d−

α∑
j =1

an j

]}
.

(2)
В (2) θ(z) — функция Хевисайда; n = ±1,±2, . . . —
номер ячейки одномерного кристалла; индекс α =
= 1, 2, . . . , σ нумерует элементы ячейки.

В дальнейшем рассматривается неидеальная система,
в которой разупорядочение связано лишь с вариацией
толщины (а не состава) примесных слоев, следовательно
ε̂nα ≡ ε̂α . Конфигурационно зависимые величины αnα

в нашей модели неидеальной сверхрешетки представ-
лены через случайные величины ηνnα (ηνnα = 1, если в
узле (nα) кристаллической цепочки находится слой с
толщиной aν(α)

α сорта ν(α); ηνnα = 0 — в ином случае):

anα =
r (α)∑

v(α)=1

aν(α)
α η

ν(α)
nα , (3)

где r (α) — число сортов элементов-слоев в α-й подре-
шетке одномерного кристалла.

Очевидно, что конфигурационно усредненные величи-
ны 〈anα〉 ≡ aα

{
Cν(α)
α

}
и 〈dn〉 ≡

∑
α

〈anα〉 равны

〈anα〉 =
r (α)∑

ν(α)=1

aν(α)
α Cν(α)

α ,

〈dn〉 ≡ d
{
Cν(α)
α

}
=

σ∑
α=1

r (α)∑
ν(α)=1

aν(α)
α Cν(α)

α (4)

(угловые скобки обозначают процедуру конфигурацион-
ного усреднения). Так же, как и в предыдущем слу-
чае [9,10] (неидеальной сверхрешетки с переменным
составом), задача нахождения поляритонных характе-
ристик сводится к соответствующей задаче для „иде-
ального“ многослойника с толщиной слоев aα

{
Cν(α)
α

}
и периодом d

{
Cν(α)
α

}
. Поэтому в приближении вир-

туального кристалла нахождение всех соответствую-
щих величин (спектра, ширина энергетической щели

и т. д.) осуществляется путем замены: anα −→ aα
{
Cν(α)
α

}
,

d −→ d
{
Cν(α)
α

}
. Cν(α)

α — концентрация слоев с толщи-

ной aν(α)
α ν(α)-сорта в α-подрешетке,

∑
ν(α)

Cν(α)
α = 1.

Конфигурационное усреднение „восстанавливает“
трансляционную симметрию в кристаллической систе-
ме, поэтому применительно к исследуемому случаю
неидеальной сверхрешетки приобретенная трансляци-
онная инвариантность одномерной цепочки позволяет
представить материальные тензоры в виде разложения в
ряд Фурье(

ε̂(z)
µ̂(z)

)
=
∑

l

(
ε̂l

µ̂l

)
exp

(
−i l

2π

d
{
Cν(α)
α

} z

)
. (5)

Из выражения (2) следует, что фурье-амплитуды ε̂l , µ̂l

и диэлектрическая ε̂nα и магнитная µ̂nα проницаемости
слоев с усредненными толщинами (4) связаны соотно-
шением(
ε̂l

µ̂l

)
= − i

2πl

∑
α

(
ε̂nα

µ̂nα

)

×
{

exp

(
i

2π

d
{
Cν(α)
α

} l
α∑

j =1

a j
{
Cν(α)
α

})

− exp

[
i

2π

d
{
Cν(α)
α

} l

( α∑
j =1

a j
{
Cν(α)
α

}
−aα

{
Cν(α)
α

})]}
. (6)

В предположении гармонической зависимости напря-
женностей (E,H) электромагнитного поля от времени
уравнения Максвелла приобретают вид

∇× E(r, ω) =
iω
c
µ(z)H(r, ω),

∇×H(r, ω) = − iω
c
ε̂(z)E(r, ω). (7)

Согласно теореме Флоке, поля E(r, ω), H(rω) для пери-
одической среды представимы в форме[

E(r, ω)

H(r, ω)

]
=

f(E)
K (z)

f(H)
K (z)

 exp(−iχρ − iKz). (8)

Здесь ρ = (x, y), χ — произвольный планарный
(в плоскости XOY) волновой вектор, K = (0, 0, K) —
блоховский вектор, причемf(E)

K (z)

f(H)
K (z)

 =

f(E)
K (z + d

{
Cν(α)
α

}
)

f(H)
K (z + d

{
Cν(α)
α

}
)



=
∑

p

f(E)
K,p

f(H)
K,p

 exp

(
− i p

2π

d
{
Cν(α)
α

} z

)
. (9)
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Подстановка соотношения (8) в систему уравне-
ний (7) приводит к следующему соотношению для
фурье-амплитуд f(E,H)

K,p электромагнитного поля:

[
χ

(
K + p

2π

d
{
Cν(α)
α

})ez

]
×

f(E)
K,p

f(H)
K,p

 =
ω

c

−
∑

l
ε̂l f

(E)
K,p−1∑

l
µ̂l f

(H)
K,p−1

,
(10)

где ez — орт оси z. Система уравнений (10) определяет
нормальные моды электромагнитных волн, распростра-
няющихся в такой „периодической“ среде.

2. Зависимость поляритонного спектра
от вариации толщины слоев
неидеальной сверхрешетки

В дальнейшем для простоты ограничимся рассмот-
рением распространения света вдоль оси z (χ = 0)
в немагнитной сверхрешетке (µ̂ = Î — единичная мат-
рица). Кроме того, вслед за [8] полагаем, что K близки
к значениям, определяемым условием Брэгга∣∣∣∣∣K − 2π

d
{
Cν(α)
α

}
∣∣∣∣∣ ≈ K и c2K2 ≈ ω2ε0. (11)

В этом случае основными членами системы уравне-
ния (10) являются f(E,H)

K,p при p = 0,−1 (что соответ-
ствует резонансу между этими составляющими плоских
волн). Для f(E) = ( f (E)

x , f (E)
y , 0) и f(H) = ( f (H)

x , f (H)
y , 0)

уравнения (10) после исключения f(H) принимают видK2− ω2

c2 ε
(0) −ω2ε(1)

c2

−ω2ε(−1)

c2

(
K− 2π

d{Cν(α)
α }

)2
− ω2

c2 ε
(0)

 f (E)
x(y),K,0

f (E)
x(y),K,−1

= 0,

(12)
где εl=0 ≡ ε(0), εl=±1 ≡ ε(±1). Дисперсионные соотноше-
ния ω± = ω(K) определяются условием равенства нулю
детерминанта системы уравнений (12):(

K2 − ω(K)2

c2
ε(0)

)[(
K − 2π

d
{
Cν(α)
α

})2

− ω(K)2

c2
ε(0)

]

−
(
ω(K)2

c2

∣∣ε(1)
∣∣)2

= 0. (13)

Корни ω± = ω(K) уравнения (13) определяют границы
спектральной полосы: при частотах ω−(K) < ω < ω+(K)
(запрещенная зона) корни комплексные, электромагнит-
ные волны — затухающие (брэгговское отражение);
частоты ω < ω−, ω > ω+ соответствуют распространя-
ющимся волнам.

Для конкретизации результатов рассмотрим распро-
странение электромагнитного излучения в несовершен-
ной сверхрешетке, первый слой которой — крем-
ний (ε1 = 11.7), а второй — жидкокристаллический

(ε2 = 5.5). Последний считаем, как и в [9], одноосным —
εi j = εxxδxiδ jx + εyyδyiδ jy + εz zδz iδ jz , очевидно, что для
K ‖ z zz-компоненты тензора ε̂ в конечных формулах
не фигурируют, а εxx = εyy ≡ ε. Концентрацию и тол-
щину слоя основного вещества (матрицы) в первой и
второй подрешетках обозначим соответственно C(1)

1 , a(1)
1

и C(1)
2 , a(1)

2 , а примеси — C(2)
1 , a(2)

1 и C(2)
2 , a(2)

2 . Неслож-
ные преобразования (с учетом

∣∣ε(−1)
∣∣ =

∣∣ε(1)
∣∣) позволя-

ют получить следующие соотношения для показателя
преломления n± ≡ cK/ω± исследуемой системы

n2
±

(
C(2)

1 ,C(2)
2

)
= ε(0)

(
C(2)

1 ,C(2)
2

)
±
∣∣∣ε(1)

(
C(2)

1 ,C(2)
2

)∣∣∣
= ε(0)

[
1±

1ω1
(
C(2)

1 ,C(2)
2

)
ω

]
, (13)

причем (n2
+ − n2

−)/2ε(0) = 1ω1/ω, 1ω1 = |ω+ − ω−| —
ширина нижайшей запрещенной зоны. Из формулы (13)
следует, что величина 1ω1 определяется соответству-
ющим коэффициентом фурье-разложения (6), в данном
случае — |ε(1)|

ε(0) =
ε1 + ε2

(
a(1)

2 /a(1)
1

)
f
(
C(2)

1 ,C(2)
2

)
1 +

(
a(1)

2 /a(1)
1

)
f
(
C(2)

1 ,C(2)
2

) ,

|ε(1)| = |ε1 − ε2|
π

sin
π

1 +
(
a(1)

2 /a(1)
1

)
f
(
C(2)

1 ,C(2)
2

) . (14)

Функция f
(
C(2)

1 ,C(2)
2

)
= 1−C(2)

2 (1−a(2)
2 /a(1)

2 )

1−C(2)
1 (1−a(2)

1 /a(1)
1 )

зависит от кон-

центраций примесных слоев и их относительной тол-
щины. Как показано в [8,9], запрещенные зоны выс-
шего порядка также определяются соответствующи-
ми фурье-коэффициентами диэлектрической проницае-
мости.

На рис. 1 приводится концентрационная зависимость
показателя преломления n± ≡ cK/ω± исследуемой ком-
позитной сверхрешетки для различных значений от-
ношений a(2)

1 /a(1)
1 , a(2)

2 /a(1)
2 и a(1)

2 /a(1)
1 . Хорошо вид-

но, что форма соответствующих поверхностей име-
ет монотонный характер, причем характер зависимо-
сти n±

(
C(2)

1 ,C(2)
2

)
определяется значением величины от-

ношения a(1)
2 /a(1)

1 . Последний факт определяет характер
поведения ширины нижайшей запрещенной зоны. На
рис. 2 показана зависимость относительной ширины этой
энергетической щели сверхрешетки с чередующимися
слоями кремния и жидкого кристалла от концентрации
примесных слоев C(2)

1 ,C(2)
2 .

Заключение

Проведенное в работе исследование показывает, что
внедрением в изучаемую сверхрешетку определенных
примесей можно добиться необходимого изменения ее
энергетической структуры, значительных изменений оп-
тических свойств, обусловленных перенормировкой по-
ляритонного спектра кристаллических сверхрешеток в
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Рис. 1. Концентрационная зависимость показателя преломления n± ≡ cK/ω± исследуемой композитной сверхрешетки.

Рис. 2. Зависимость относительной ширины 1ω1/ω энергетической щели сверхрешетки с чередующимися слоями кремния и
жидкого кристалла от концентрации C(2)

1 и C(2)
2 примесных слоев.

результате присутствия в них инородных слоев перемен-
ной толщины. Для исследования распространения элек-
тромагнитного возбуждения в неидеальной сверхрешет-

ке выбрана достаточно простая модель, использовано
ПВК-приближение. Изучение особенностей поляритон-
ного спектра (и определяемых им физических величин,
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например, плотности состояния элементарных возбу-
ждений и характеристик нормальных электромагнитных
волн) более сложных объектов требует (в зависимости
от поставленной задачи) привлечения и более слож-
ных методов описания: метода когерентного потенциала
(одно- или многоузельного) [12], метода усредненной
T-матрицы и их модификаций.
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