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Представлены анализ и результаты моделирования пространственной локализации спектра шума с извест-
ной корреляционной характеристикой при использовании пространственно-секвентивной комбинаторики в
случае строчного и столбцового упорядочивания элементов матрицы преобразования Уолша−Адамара в
процессе их передачи по каналу связи.
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Введение

Обработке изображений с помощью преобразования
Адамара в настоящее время уделяется значительное вни-
мание. Основными целями, которые преследуются при
использовании этого преобразования, являются сжатие
передаваемой информации, фильтрация изображений,
распознавание образов в случае достаточного взаимного
различия их пространственных спектров и ряд других
задач, связанных с удобством кодирования и восстанов-
ления сигналов [1,2]. В работах [3,4] была поставлена и
обоснована задача пространственной локализации адди-
тивного шума путем перестановки функций Уолша, со-
ставляющих матрицу преобразования при кодировании
изображений с помощью матрицы Адамара.

Специфика современной элементной базы, главным
образом двумерных многоэлементных фотоприемников,
которые используются для устройств ввода анализиру-
емых изображений, оставляет реализацию преобразо-
вания Адамара в рамках достаточно быстрых, но тем
не менее последовательных методов обработки двумер-
ных массивов информации, которые представляют собой
различного рода изображения. При сколь-нибудь зна-
чительных размерностях обрабатываемых изображений
это обстоятельство не только замедляет процесс вы-
числения спектральных трансформант преобразования,
но и существенным образом затрудняет использование
сложных алогритмов и адаптивной комбинаторики, ко-
торые могут быть использованы с целью наиболее эф-
фективной локализации дисперсии шума в пространстве
восстановленного изображения.

Возможный вариант фоточувствительного устройства
параллельного действия на основе встречно включенных
фотодиодов с кодированием распределения чувствитель-
ности по всему полю за один такт работы устройства
уже предлагался в [5], однако он не мог быть реализован
с точки зрения достаточной размерности и быстро-
действия вследствие ограниченности технологических
возможностей того времени.

При современном развитии полупроводниковых тех-
нологий размерность фотоприемных матриц достига-
ет 107 пикселей, площадь которых составляет единицы
квадратных микрометров [6]. Это обстоятельство поз-
воляет ставить задачи, рассчитанные на использование
в качестве устройств ввода оптической информации
фоточувствительных матриц с кодируемой апертурой и
возможностью применения интегральных преобразова-
ний оптических изображений непосредственно на входе
регистрирующих устройств.

В настоящее время накоплен большой опыт по об-
работке, сжатию и фильтрации изображений, в том
числе с использованием интегральных бинарных пре-
образований типа преобразования Уолша−Адамара [7].
Такая задача может быть успешно решена при пред-
варительном представлении исходных данных в виде
двумерных массивов. Известны работы по кодированию
и дальнейшей передаче временны́х сигналов в формате
преобразования Адамара размерностью 2× 2, 4× 4 [8],
в которых показана возможность сокращения объема пе-
редаваемой информации за счет отсечения слабых спек-
тральных коэффициентов. При определенных условиях
используются такие интегральные преобразования, как
преобразование Карунен−Лоэва, преобразование Фурье,
метод кодирования Хаффмана, и другие, обеспечиваю-
щие сжатие и защищенное от ошибок восстановление
сигналов [9,10].

Однако в отличие от известных работ наше внимание
сосредоточено на организации и обработке сигнала в
препроцессоре с целью не столько предварительного
сжатия информации, сколько обеспечивания максималь-
ного подавления шумов канала связи на основе метода
пространственной локализации дисперсии шума.

Исследование пространственной локализации адди-
тивного шума путем перестановки базисных функций
является фундаментальной задачей при изучении комби-
наторных свойств интегральных преобразований. Разра-
ботка новых информационных технологий, основанных
на использовании таких матриц, актуальна как для со-
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здания новых форматов передачи информации, так и для
аргументации технологических усилий по разработке
фоточувствительных матриц параллельного действия с
кодированием апертуры.

Исследование пространственной
локализации дисперсии
при ортогональном отображении
спектрального представления шума

В настоящей работе рассматривается расширенная
математическая модель пространственной локализации
(фильтрации) временны́х шумов канала связи. Гипотеза
о возможности такой локализации была выдвинута и ча-
стично проанализирована в работе [4]. Математическое
обоснование локализации шума, связанное с анализом
разложения Уолша со случайными коэффициентами,
проработано в [3].

Данная гипотеза базируется на следующих сооб-
ражениях. При любом интегральном преобразовании
одномерного или двумерного сигналов, являющихся
функциями времени или пространственных координат,
производится замена переменных, являющихся аргумен-
том исходного сигнала, на аргумент системы базисных
функций, по которым производится преобразование. Та-
ким образом, происходит замена координат, в которых
описываются входные сигналы. Так, например, в случае
преобразования Фурье происходит замена временно́й
координаты t на координату f , представляющую собой
частоту, по которой производится спектральное пред-
ставление сигналов.

В случае преобразования Адамара также происходит
замена переменных. В матрице Адамара систему базис-
ных функций образуют функции Уолша, заданные на
интервале [0.1), принимающие значения +1 и −1. Эти
функции различаются между собой числом (секвентой)
перемен знака на интервале [0.1) и образуют полную
ортогональную базисную систему. Таким образом, с
помощью преобразования Адамара производится разло-
жение сигналов по секвентам функций Уолша, подобно
тому как путем преобразования Фурье производится
разложение по частоте гармонических функций. В слу-
чае преобразования сигналов и изображений значение
секвенты „i “ в разложении Адамара соответствует про-
странственной частоте исходного сигнала. При обратном
преобразовании спектр исходного сигнала превращается
в пространственное распределение. При преобразовании
изображений важным для нас обстоятельством является
замена пространственной переменной „x“ на простран-
ственную частоту (секвенту) „i “ при прямом преобразо-
вании Адамара H сигнала F и обратная замена „i “ на
„x“ при обратном преобразовании HFHT .

Обозначим матрицу коэффициентов прямого преобра-
зования Уолша−Адамара как |Wi , j |

|Wi , j | = |Fi , j | |Hi , j |, (1)

где

|Fi , j | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f 11 f 12 . . . f 1N

f 21 f 22 . . . f 2N

. . . . . .

. . . . . .

f N1 f N2 . . . f NN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

|Hi , j | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
1 1 . . . −1
. . . . . .

. . . . . .

1 −1 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

|Wi , j | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
w11 w12 . . . w1N

w21 w22 . . . w2N

. . . . . .

. . . . . .

wN1 wN2 . . . wNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2)

Для последовательной передачи по каналу связи эле-
ментов матрицы |Wi , j | (трансформант изображения F)
необходимо ввести некий оператор L, преобразующий
матрицу |Wi , j | в вектор LW длиной N2, где N соот-
ветствует размерности преобразования. Именно на этот
вектор в канале связи накладывается аддитивный шум ψ.
Заметим, что при пиксельной передаче такого изображе-
ния длина передаваемого вектора также будет равна N2.
При обратном преобразовании восстанавливается новое
изображение F ′, представляющее собой сумму исходно-
го изображения F и аддитивного члена HT(Lψ), который
является изображением спектра шума ψ в базисе H , т. е.

F ′ = F + HT(Lψ). (3)

От вида оператора L, так же как от порядка рас-
положения базисных функций Уолша, зависят очеред-
ность следования в канале связи трансформант w i , j , и
следовательно, форма изображения спектра шума после
восстановления сигнала. В работах [3,4] LW рассматри-
вается как строчная матрица |N2, 1|, вследствие чего
пространственная локализация шума при различных
видах упорядочивания матрицы Адамара носит явно
выраженный строчный характер.

На рис. 1 показано, как меняется распределение
дисперсии шума от способа упорядочивания матрицы
Адамара. При расположении функций Уолша по степени
нарастания их секвент дисперсия шума концентрируется
в верхней области поля (рис. 1, a), при расположении
функций Уолша сначала по степени нарастания их
секвент, а затем по их убыванию, дисперсия шума
распадается на две области, сгруппированные в верхней
и нижней областях поля изображения, оставляя цен-
тральную зону в области малых шумов (рис. 1, b).

Поставим задачу модернизации интегрального пре-
образования с целью получения возможности двумер-
ной концентрации дисперсии шума. Функциональные
возможности оператора L как последовательности счи-
тывания трансформант w i , j могут быть значительно
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Рис. 1. Пространственное распределение шума при размер-
ности преобразования 32× 32 в случае различного секвен-
тивного упорядочивания функций Уолша: a — распределение
дисперсии при упорядочивании функций Уолша по нарастанию
секвенты; b — распределение дисперсии при упорядочивании
функций Уолша сначала по нарастанию, а затем по убыванию
секвенты.

расширены. Использованный в качестве оператора, фор-
мулирующего упорядочивание матрицы Адамара, он мо-
жет быть использован и как оператор, формулирующий
любую перестановку базисных функций, в том числе
реализующие перестановочную матрицу преобразования
Грея, подобно случаю, рассмотренному в [4].

Рассмотрим вариант пространственной локализации
дисперсии шума при совместном использовании опера-
тора L как оператора строчной развертки, представляю-

щего матрицу |Wi , j | в виде матрицы-строки вида

L|Wi , j | = |w(N−1)·i + j , 1|

и дополнительного оператора L∗, осуществляющего раз-
вертку матрицы |Wi , j | по столбцам и формулирующего
матрицу вида

L∗|Wi , j | = |1, w(N−1)· j +i |.

Матрица L|Wi , j | является строчной, а L∗|Wi , j | —
столбцовой и для совместной передачи по каналу связи
их необходимо привести к идентичному виду. Поскольку
L∗|Wi , j | = L|Wi , j |T , то при замене исходной матрицы
|Wi , j | на транспонированную |Wi , j |T = |Wj ,i | оператор L
превращает столбцовое распределение элементов мат-
рицы |Wi , j | в матрицу-строку. Тогда обе линейные
матрицы приобретают строчный вид при применении
одного и того же оператора L: L|Wi , j | = |w(N−1)·i + j , 1|
и L|Wi , j |T = |w(N−1)· j +i , 1|.

Пусть 3 представляет собой вектор-строку, состоя-
щую из L|Wi , j | и L|Wi , j |T , последовательность передачи
коэффициентов которых задана определенной комбина-
торикой. В простейшем случае будем считать, что L|Wi , j |
и L|Wi , j |T передаются по каналу связи последовательно,
образуя вектор 3 = |w(N−1)·i + j , wN+(N−1)· j +1, 1| размер-
ностью 2N2.

Рассматривая помеху ψ как случайный вектор, опреде-
лим вероятностные характеристики погрешности ψ как
случайного процесса

1F = F ′ − F = 3Hψ. (4)

Поскольку ψ — стационарный в широком смысле
вещественный случайный процесс, централизованный
математическим ожиданием, то M[ψi ] = 0 и смешанный
момент второго порядка равен

M[ψiψ j ] = K(i − j ) = K(m) (5)

при i − j = m, где K — корреляционная функция шума.
Дисперсия компонент вектора Hψ в отличие от ранее

рассмотренного варианта вычисляется с помощью сум-
марной ковариационной матрицы C вектора 3Hψ:

Ковариационная матрица вектора 3Hψ равна
HCHT . Поскольку матрица Адамара симметрична, то
Hψ = HCH. Элементы матрицы HCH равны

(HCH)i l =
1
N

∑
k, j

hikK(|k − j |)hjl (6)

или при k − j = m

(HCH)i l =
1
N

(
NK(0) + 2

N−1∑
m=1

K(m)
N−m−1∑

k=0

hikhl ,k+m

)
.

(7)
Здесь с учетом того, что 3= |w(N−1)·i + j , wN+(N−1)· j +i , 1|,
число элементов вектора ψ равно 2N2.
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Дисперсия компонент вектора Hψ определяется диа-
гональными элементами суммарной ковариационной
матрицы, где i принимает значения от 1 до 2N. С учетом
размерности вектора 3 величина дисперсии принимает
вид:

σ 2
(
(Hψ)i , j

)
= K(0)

+
2
N

N−1∑
m=1

K(m)
N−m−1∑

k=0

(
hN(i−1)+ j ,khN(i−1)+ j ,k+m

+ hN( j−1)+i ,khN( j−1)+i ,k+m

)
. (8)

Здесь следует обратить внимание на то, что величина
дисперсии и ее распределение по полю изображения при
известной корреляционной функции шума ψ становятся
зависимыми только от упорядочивания функций Уолша
в матрице Адамара, но также и от порядка чередования
передачи коэффициентов матриц L|Wi , j | = |w(N−1)·i + j , 1|
и L|Wi , j |T = |w(N−1)· j +i , 1|, т. е. от вида упорядочивания
вектора 3.

При прохождении через канал связи с аддитив-
ным шумом на приемное устройство поступает вектор
3′ = |3+ ψ|, который по способу, тождественному ис-
пользованному на передающей стороне для упорядо-
чивания вектора 3, разделяется на векторы L′|W′i , j | и
L′|W′i , j |T . Производится обратное преобразование строч-
ных векторов с восстановлением матриц |W′i , j | и |Wj ,i |
при дополнительном транспонировании |W′j ,i |T = |W′i , j |.
Над обеими матрицами производится обратное преобра-
зование Адамара:

HT |W′i , j | = F ′1 = F + HTψ1, (9)

HT |W′j ,i |T = F ′2 = F + HTψ2, (10)

где ψ1 и ψ2 — выборки шума канала связи, соответ-
ствующие моментам передач элементов матриц L′|W′i , j |
и L′|W′i , j |T .

В отличие от ранее известных работ при такой
организации вектора 3 образуется возможность пред-
ставления спектра шума в поле изображения в виде
суммы двух ортогональных друг другу реализаций изоб-
ражения спектра шума. При последовательной пере-
даче по каналу связи векторов L|Wi , j | = |w(N−1)·i + j , 1|
и L|Wi , j |T = |w(N−1)· j +i , 1|, шум, аддитивно складываю-
щийся с элементами векторов, оказывается некоррели-
рованным, и значение дисперсии, приобретающей сим-
метричное распределение с концентрацией максимумов
в углах поля изображения, увеличивается.

На рис. 2 приведен результат моделирования рас-
пределения дисперсии шума при передаче элементов
матрицы преобразования Адамара размерностю 32× 32
над изображением F при считывании их сначала вдоль
строк матрицы, а затем вдоль ее столбцов. Там же
представлена условная модель сигнала F , расположенно-
го в центральной области поля изображения. Величина
дисперсии гауссова шума выбрана равной 0.25, что по

Рис. 2. Пространственное распределение шума при размерно-
сти преобразования 32× 32 в случае двойного ортогонального
преобразования.

отношению к минимальному уровню сигнала, принятого
за единицу, дает следующее соотношение сигнал/шум:

ρ =
I sign√
σ 2

= 2.

При поэлементной передаче сигнала такое соотноше-
ние сигнал/шум равномерно распределяется по всему
полю при соответственно постоянном значении дис-
персии. Результаты данной работы показали, что ис-
пользование двойного ортогонального преобразования
Уолша−Адамара позволяет повысить степень локализа-
ции дисперсии шума по полю изображения. В приве-
денной модели количество элементов в поле 32× 32,
величина дисперсии в которых находится ниже сред-
него уровня дисперсии равного 0.25, составило 720
элементов, что позволяет условно оценить коэффициент
пространственной фильтрации при таких условиях как
∼ 0.7.

Можно представить такую организацию передачи ко-
эффициентов L|Wi , j | и L|Wi , j |T , при которой коэффи-
циенты, соответствующие одинаковым значениям се-
квент функций Уолша, передаются в непосредственной
близости друг от друга, так что временной интревал
между ними меньше интервала корреляции шума канала.
В этом случае шум на каждом из участков матрицы пре-
образования коррелирован, что позволяет снизить вели-
чину дисперсии распределенного изображения спектров
шума. Анализ этого режима в условиях различной спек-
тральной плотности шума, размерности преобразования
и комбинаторики передачи коэффициентов представляет
собой задачу для дальнейших исследований.
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Заключение

Разработанный подход к возможности спектрального
представления аддитивных шумов при использовании
различных вариантов преобразования Уолша−Адамара
в процессе предварительного кодирования изображений
и передачи по каналу связи трансформант полученного
преобразования продемонстрировал широкие возмож-
ности пространственной локализации дисперсии шума
в поле изображения. Использование различной комби-
наторики по отношению к упорядочиванию базисных
функций преобразования, а также по отношению к
порядку передачи трансформант интегральных преобра-
зований позволяет управлять расположением областей
максимальной концентрации дисперсии, перемещая их
в априори малоинформационные участки поля изобра-
жения.

В настоящей работе показаны основные принципы
подхода к такому методу фильтрации изображений. Этот
метод может быть расширен как за счет разработки
алгоритмов, адаптивных к характеристикам и струк-
туре шумов канала связи, так и за счет использова-
ния других интегральных преобразований типа фурье-
преобразования, дискретного косинусного преобразова-
ния и т. п., что может открыть новые перспективы при
пространственной локализации временного шума.
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