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Кинетическая теория неидеальной плазмы, дисперсионные
соотношения
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(Поступило в Редакцию 23 ноября 2007 г.)

Кинетическая теория плазмы, основанная на построении пропагаторов для функций распределения
частиц плазмы, обобщается на случай неидеальной плазмы. С использованием этой теории вычисляется
диэлектрическая проницаемость однородной неидеальной плазмы, состоящей из одного сорта ионов,
нейтрализованных поляризуемым электронным фоном. Получены дисперсионные соотношения для ионно-
звуковых и низкочастотных поперечных волн в плазме.

PACS: 52.25.Dg

Введение

Неидеальная плазма 0 = Z2e2/r pT � 1, где Z явля-
ется зарядом частицы плазмы в единицах абсолютной
величины заряда электрона e, r =p= n−1/3, n — кон-
центрация частиц плазмы, T является температурой
плазмы (в энергетических единицах), довольно часто
возникает в астрофизических объектах и в лаборатор-
ных условиях. Условие 0� 1 для ионов выполняется
в плазме, которая возникает в результате генерации
мощных ударных волн химическими и электрическими
взрывами, воздействием лазерного и мягкого рентге-
новского излучений, потоками электронов и ионов и
др. [1]. Плазма с параметром неидеальности 0� 1 для
ионов возникает также в ловушках и накопительных
кольцах [2,3]. Пылевая плазма с большим параметром
неидеальности часто реализуется в лабораторных усло-
виях [4,5]. Ниже рассматривается случай классической
(неквантовой) неидеальной плазмы.

Дисперсионные соотношения для линейных волн в
неидеальной плазме исследуются в рамках различных
подходов: приближение квазилокализованного заряда [6],
обобщенной гидродинамики [7], коррекции к локальному
полю [8,9]. Последние два подхода основаны на введе-
нии характерного максвелловского времени τM вязко-
упругой релаксации. На временах, меньших τM , неиде-
альная плазма ведет себя подобно упругому телу, а на
временах, больших τM , подобно вязкой жидкости. В под-
ходе [8,9] учитывается также зависимость времени τM

от волнового вектора [10]. Основные отличия дисперсии
волн в неидеальной плазме от случая идеальной плазмы
таковы: наличие аномальной дисперсии продольных волн
и поперечных волн малой частоты. В настоящей работе
будет проведено исследование дисперсионных зависимо-
стей без введения характерного времени вязко-упругой
релаксации τM .

Формулировка теории

В настоящей работе кинетическая теория неиде-
альной плазмы основана на построении пропагатора
для функции распределения частиц плазмы. В случае

разреженной плазмы пропагаторы построены в [11].
Рассмотрим сначала однокомпонентную плазму (ОКП)
(сорт частиц a на нейтрализующем фоне) 0aa =
= (Zae)2/r a

pTa � 1. Пропагатор на временах, меньших
времени релаксации, имеет вид:
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,

где va(t), ra(t) — скорость и радиус-вектор частицы,

Uaa = (Zae)2

R — потенциальная энергия взаимодействия
частиц плазмы, Ri — радиус-вектор рассеивающего
центра, Fa — внешняя сила, действующая на частицу,
na, ma — средняя концентрация и масса частиц плазмы.
Траектория частицы удовлетворяет граничным услови-
ям: r(t1) = r1, ra(t2) = r2. Здесь gaa(R1, p1,R2, p2, t) —
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парная корреляционная функция; Vcoll
aa — столкновитель-

ный объем:

Vcoll
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∫
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×
[
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где f a(r, p, t) — одночастичная функция распределения
частиц плазмы сорта a. Однако при вычислении тра-
ектории частицы и эффективного действия необходимо
учитывать, что в неидеальной плазме усредненное влия-
ние рассеивающих центров (столкновительный объем)
на движение частицы характеризуется большим пара-
метром nar 3

min (r min является длиной Ландау [12]). Если
эффективное действие в (1) вычислено, то эволюция
матрицы плотности частиц плазмы на временах, мень-
ших времени релаксации, определяется соотношением:
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∫
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∫
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Одночастичные функции распределения связаны с мат-
рицей плотности соотношениями:
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Здесь V является объемом плазмы.
На временах �B(t2 − t1)� 1, где �B = va/r p0 явля-

ется вейскопфовской частотой, va =
√

Ta/ma, столкно-
вительный объем (2) имеет вид:
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1ra(t) = ra(t)− r′a(t).

Учет Vcoll
aa в уравнениях движения частицы приводит

к появлению мнимой части экстремальной траектории
Ra(t) = (ra(t) + ra(t))/2. При вычислении интеграла (3),
который определяет эволюцию матрицы плотности ча-
стиц, точка перевала R∗1 также становится комплексной.
Кроме того, вследствие учета Vcoll

aa появляется нефи-
зический эффект: быстрый самонагрев плазмы. Этот
нефизический эффект компенсируется продолжением
ρa(R, 1r, t) на область комплексных значений R:

ρa(R + i R(i ), 1r, t) = ρa(R, 1r, t) exp(−naVcoll
aa ),

R(i ) =
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ma
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Такое продолжение приводит к тому, что столкно-
вительный объем Vcoll

aa не учитывается в пропагато-
ре (1). Физически это означает, что влияние само-
согласнного поля на динамику плазмы несущественно
в случае неидеальной плазмы. Мнимая часть экстре-
мальной траектории удовлетворяет граничному условию
R(i )

a (t1) = Ra(t2) = 0. Это условие неоднозначно опреде-
ляет мнимую часть траектории: она может проходить
через нулевую точку произвольное целое число раз N.
При N→∞ R(i )

a (t)→ 0. Именно такой выбор является
физически оправданным в случае классической плазмы,
поскольку в этом случае отсутствуют переходы туннель-
ного типа.

В неидеальной плазме парная корреляционная функ-
ция имеет вид [13]:
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(
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)
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R = |R2 − R1|, d1 = (3
√

3/4)1/3, β ≈ 0.07, α ≈ 0.1.

Здесь G(R) является медленно меняющейся функцией.
При вычислении второго слагаемого пропагатора (1)
члены, определяющие взаимодействие частиц между со-
бой и воздействие внешней силы, учитываются первым
порядком теории возмущений. Подстановка (7) в (1) и
вычисление интегралов в (1), (3) методом стационарной
фазы дает следующее выражение для матрицы плотно-
сти частиц в момент времени t2:

ρa(R2, 1r2, t2) = ρ(0)(R2, 1r2, t2) + ρ(2)(R2, 1r2, t2), (8)

где ρ(0)(R2, 1r2, t2) является результатом воздействия
первого слагаемого в (1) на матрицу плотности в на-
чальный момент времени t1 без учета столкновитель-
ного объема Vcoll

aa , ρ(2)(R2, 1r2, t2) является результатом
воздействия второго слагаемого в (1), в котором учи-
тываются парные корреляции частиц плазмы (также без
учета Vcoll

aa )
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где
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SK , SF являются вкладами в действие, обусловленными
кинетической энергией и внешней силой соответствен-
но. Значение Rx определяется численным решением
нелинейной системы уравнений (11). В общем случае
при вычислении точек стационарной фазы R∗1 , 1r1 в (11)
следует учитывать быстроосциллирующую часть началь-
ной матрицы плотности. Малым параметром теории
возмущений, использованной при вычислении второго
слагаемого пропагатора (1), является

p =
Z2

ae2

|Rx |maV2
a
. (12)

Диэлектрическая проницаемость
неидеальной плазмы

Диэлектрическая проницаемость вычисляется для од-
нородной неидеальной плазмы с одним сортом ионов a
на поляризуемом электронном фоне. В такой модели
электронная компонента плазмы является идеальной.
Для вычисления диэлектрической проницаемости плаз-
мы рассмотрим воздействие на плазму слабой внешней
силы

F(t) = E0 cos(ω0t − k0r).

Вычисление плотности тока и разложение этого выра-
жения по амплитуде электрического поля (необходим
только первый порядок) дает выражение для тензора
проводимости плазмы.

Сначала необходимо решить нелинейную систему
уравнений (11). Решение этой системы не единственно,
численные итерации сходятся при произвольном выборе
скорости распространения малых возмущений Va. Един-
ственное решение можно получить потребовав выполне-
ние равенства Va = cs, где cs является скоростью звука
в ОКП. Эта величина известна [5]: cs ≈ 1.4va

√
0, а для

величины |Rx | вычисляется значение |Rx| ≈ 1.5r p. Это

значение достаточно велико, чтобы пренебречь трехча-
стичными корреляциями ионов плазмы. В приближении
Кирквуда (см. например, [14]) трехчастичная корреля-
ционная функция примерно в 5 раз меньше парной
корреляционной функции при 0 = 102 [13]. С уменьше-
нием 0 отношение трехчастичной и парной корреляци-
онных функций уменьшается. Малый параметр теории
возмущений (12) p = 0.34.

Фурье-образ тензора проводимости σi j (ω, k) равен

σi j (ω, k) = σ
(0)
i j (ω, k) + σ

(2)
i j (ω, k), (13)

где σ
(0)
i j (ω, k) является проводимостью бесстолкнови-

тельной плазмы [12,14],
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Здесь δl j является символом Кронекера. Тензор ди-
электрической проницаемости вычисляется по общей
формуле:

εl j (ω, k) = δl j + i
4πσl j (ω, k)

ω
. (15)

Продольная диэлектрическая проницаемость определя-
ется из (13)–(15):

εl (ω, k) =ε(0)
l (ω, k) +

ω2
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+ i
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ω

(
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√
0 exp(−15/0)G(1.5r p),

ω2
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4πnaZ2
ae2

ma
,

а поперечная диэлектрическая проницаемость определя-
ется выражением:

εt(ω, k) = ε
(0)
t (ω, k) +

ω2
pa

ω

χ

ω − kcs
+ i

ω2
pa

ω

χ

ω + kcs
;

(17)
ε

(0)
t (ω, k) и ε

(0)
t (ω, k) в (16), (17) являются поперечной

и продольной диэлектрическими проницаемостями бес-
столкновительной плазмы, состоящей из одного сорта
ионов и электронов.
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Продольные ионно-звуковые волны

Ионно-звуковые волны существуют в плазме при
kva � ω � kve, ve =

√
Te/me, где Te, me являются тем-

пературой и массой электронов [12]. Закон дисперсии
продольных волн определяется равенством:

εl (ω, k) = 0. (18)

Подставив выражение (16) в (18), получим уравнение
четвертой степени относительно ω. Его общее решение
имеет вид:
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1
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)
,

Re{ω j , j = 1− 4} > 0,

где ωs = ωs(k) определяет дисперсионную зависимость
ионно-звуковых волн в бесстолкновительной плазме.
Рассмотрим дисперсионные зависимости, определяемые
выражениями (19) в различных предельных случаях.

1) Предел χ � 1. В этом пределе возможны различ-
ные случаи

а) |k2c2
s − ω2

s | � ω2
sχ :

ω1,2 = kcs ±
i√
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[
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(
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Рис. 1. Схематический рисунок дисперсионных зависимостей
ионно-звуковых волн (сплошные линии, две ветви) в пределе
χ � 1 в случае слабой экранировки ионов плазмы электрона-
ми.

Рис. 2. То же, что для рис. 1, в случае сильной экранировки.

Последний случай возможен при слабой экранировке
ионов плазмы электронами: vs > cs, где vs =

√
ZaTe/ma .

Схематический вид дисперсионных зависимостей в слу-
чаях слабой экранировки vs � cs и сильной экраниров-
ки vs � cs показан на рис. 1 и 2 соответственно. Из этих
рисунков видно наличие области с аномальной диспер-
сией в случае слабой экранировки ионов электронами.
Кроме того, одна из ветвей звуковых волн ω1,2 в (21)
является неустойчивой.

2) Предел χ � 1. В этом пределе различаются два
случая

a) k2c2
s � ω2

sχ :

ω = kcs −
√

5
3

k2c2
s −

2
3
ω2

3 , 0.4ω2
s < k2c2

s < ω2
s ,

ω =
1
χ

k2c2
s

1√
5
3 k2c2

s − 2
3 ω

2
s − kcs

, k2c2
s > ω2

s . (22)

Эти волны имеют большой декремент затухания, одного
порядка величины с частотой. И только в узкой области

ω =
kcs√
χ
,

(√
5
3

k2c2
s −

2
3
ω2

s − kcs

)2

� 4
k2c2

s

χ
(23)

декремент затухания волны много меньше частоты.

Журнал технической физики, 2008, том 78, вып. 10



Кинетическая теория неидеальной плазмы, дисперсионные соотношения 51

Рис. 3. Схематический рисунок дисперсионных зависимостей
ионно-звуковых волн (жирные линии, две ветви) в пределе
χ � 1 в случае слабой экранировки ионов плазмы электро-
нами. Пунктирная толстая линия показывает область, где
декремент затухания порядка частоты.

Рис. 4. То же, что для рис. 3, в случае сильной экранировки.

б) k2c2
s � ω2

sχ :

ω1,2 = kcs ± iωs
√
χ,

ω3 = ωs. (24)

Одна из ветвей звуковых волн в (24) является неустой-
чивой. Схематический вид дисперсионных зависимо-
стей в случаях слабой экранировки vs � cs и сильной
экранировки vs � cs показан на рис. 3 и 4 соответ-
ственно. В случае слабой экранировки видна область с
аномальной дисперсией. Однако волна в этой области
имеет декремент затухания одного порядка величины с
частотой.

Поперечные низкочастотные волны

В неидеальной плазме возможны низкочастотные по-
перечные волны с дисперсионной зависимостью, опреде-
ляемой из соотношения:

ε−1
t (ω, k) = 0. (25)

Подставив в (25) выражение (17), получим следующее
дисперсионное соотношение для поперечной волны:

ω = kcs. (26)

Аналогичный закон дисперсии получен в работе [7]. По-
перечные низкочастотные волны в неидеальной плазме
существуют при достаточно малых волновых векторах:

ω2
paχ

k2c2
>
va

cs
, (27)

где c — скорость света. При выводе (27) использовалось
точное соотношение, определяющее дисперсионные за-
висимости для поперечных волн εt = k2c2/ω2 и то, что
ионы в плазме имеют разброс скоростей порядка va .

Заключение

В настоящей работе получена аналитическая формула
для матрицы плотности частиц неидеальной плазмы.
Она является результатом применения пропагатора для
матрицы плотности частиц плазмы к начальной матри-
це плотности. Эта формула справедлива на временах,
меньших времени релаксации функции распределения
частиц плазмы. В формуле присутствуют параметры,
которые определяются численным решением системы
нелинейных уравнений. При выводе используются ана-
литические аппроксимации для парной корреляционной
функции, полученные численным методом молекуляр-
ной динамики [13]. В случае однородной плазмы трех-
частичными корреляциями можно пренебречь.

На основании построенной здесь кинетической теории
вычислена диэлектрическая проницаемость однородной
неидеальной плазмы, состоящей из одного сорта ионов.
Ионы нейтрализованы поляризуемым электронным фо-
ном. Получены дисперсионные зависимости для ионно-
звуковых волн. Имеются три ветви этих волн, причем
одна из них является неустойчивой. В случае слабой
экранировки, когда дебаевский электронный радиус пре-
вышает расстояние между ионами, имеются области
с аномальной дисперсией. В пределе достаточно силь-
ной степени неидеальности плазмы χ � 1 декремент
затухания длинноволновых колебаний плазмы имеет
величину порядка частоты (для одной из ветвей, две
другие не существуют) за исключением узкой области
значений ω, k. В рамках развитой здесь кинетической
теории в неидеальной плазме существуют низкочастот-
ные поперечные волны. Их дисперсионное соотношение
аналогично соотношению, полученному в рамках обоб-
щенной гидродинамики.
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