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Условия финитности плоских аксиально-симметричных
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Исследована динамика плоских аксиально-симметричных самосогласованных движений электронов пучка,
имеющего форму цилиндра, происходящих под действием электрической силы нескомпенсированного
собственного объемного заряда на фоне ионов плазмы при наличии магнитного поля. Найдены условия
финитности движения электронов для данной конфигурации пучка электронов.

PACS: 52.30.Cv, 52.72.+v

Изучение динамики электронных потоков представля-
ет большой интерес для различных задач, возникающих
при построении теории радофизических устройств, при
формировании и транспортировке пучков электронов
в плазме и вакууме, инжекции пучков электронов в
плазму в лабораторных условиях и в космосе (активные
эксперименты) и т. д. [1,2]. Причем в данных приложени-
ях электронные потоки обычно бывают нескомпенсиро-
ванными по объемному заряду. Благодаря этому плазма
становится заряженной [3], а появляющиеся силы начи-
нают зависеть от геометрии потока. Эти обстоятельства
приводят к тому, что возникающее электрическое поле
становится самосогласованным. В дальнейшем будем
исследовать динамику плоских аксиально-симметричных
самосогласованных движений электронов цилиндриче-
ского пучка под действием электрической силы не ском-
пенсированного собственного объемного заряда на фоне
ионов плазмы при наличии однородного магнитного
поля.

Задачу о динамике электронов пучка, используя ци-
линдрическую систему координат, сформулируем следу-
ющим образом. Пусть при t ≤ 0 пучок электронов пред-
ставляет собой бесконечный цилиндрический объем V0,
имеющий радиус R0 и находящийся в неограничен-
ной плазме с однородным магнитным полем H = H0ez,
H0 = const. Расположим ось объема V0 вдоль вектора H
и будем считать, что электроны плазмы „выметены“
из V0 и его окрестности, так как для t ≤ 0 положим
ne/ni > 1, где ne,i — концентрация электронов пучка
(далее — электроны) и ионов плазмы соответственно,
а ионы плазмы неподвижны, т. е. бесконечно тяжелые.
Примем, что объем V0 ограничен непроницаемым барье-
ром для электронов, например, в виде поля (электриче-
ского, электромагнитного и т. д.).

В момент времени t = 0 поле, удерживающее электро-
ны в объеме V0, мгновенно убирается, и они начинают
движение, которое будем исследовать в плоскости z = 0,
учитывая, что ∂/∂ϕ ≡ 0, так как система аксиально-

симметрична. Для этого используем систему уравнений
одножидкостного гидродинамического приближения хо-
лодной бесстолкновительной плазмы [4]
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Здесь E(R, t) — вектор напряженности электрического
поля, ve(R, t) — концентрация электронов, R — радиус-
вектор точки пространства, e,me — заряд и масса
электрона.

В качестве начальных условий системы уравне-
ний (1)–(3) для t = 0 зададим [5]

veR(R∗, 0) = 0, veϕ(R∗, 0) = 0,

ne(R∗, 0) = n0
e f e(R∗, 0), ni (R∗, 0) = n0

i f i (R∗, 0). (4)

Здесь 0 ≤ R∗ ≤ R0, R0 — длина отрезка [0,R0], на ко-
тором задано начальное распределение функций или на-
чальная координата фронта электронов, veR и veϕ — со-
ставляющие вектора скорости частицы, n0

e = n0
i = const,

f e(R∗, 0)/ f i (R∗, 0) > 1 — функции, задающие распре-
деления ne,i (R∗, 0). Отметим, что зависимость ER(R∗, 0)
в (4) не приведена, так как может быть найдена из
решения задачи. Граничные условия на неподвижной
границе (ось симметрии) имеют вид

ER(0, t) = 0, Eϕ(0, t) = 0, veR(0, t) = 0, veϕ(0, t) = 0,

ne(0, t) = n0
e f e(0, t), ni (0, t) = n0

i f i (0, t), (5)

а на подвижной границе и ее положение в пространстве
определяется при решении задачи [5].

Пусть для электронов выполнены условия

l � Rc ≥ L� R0. (6)
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Здесь l — длина свободного пробега электронов,
Rc = |ve⊥/�| — циклотронный радиус, ve⊥ — скорость
электронов в плоскости z = 0, � = eH0/mec, c — ско-
рость света, L — характерный размер системы. Первое
неравенство в (6) позволяет считать плазму бесстолк-
новительной и при исследовании движения заряженных
частиц рассматривать их как независимые [6], а второе
неравенство в (6) показывает, что Rc возмущен L. Сле-
довательно, электроны в данных условиях не замагни-
чены [6]. Рассмотрение динамики электронов проведем
на интервале 0 ≤ t ≤ tr , где tr — момент времени, когда
veR = 0, чтобы не возникали обратные токи и не было
пересечения траекторий частиц. В противном случае
применение гидродинамики будет неоправданным.

Так как вектор — потенциал магнитного поля равен
AR = Az = 0, Aϕ = (H0/2)R, а вектор напряженности
и скалярный потенциал электрического поля можно
представить в виде E(R) = E(R)eR и U = −e

∫
E(R)dR,

то функция Лагранжа электрона запишется следующим
образом

L =
me

2
(Ṙ2 + R2ϕ̇2) +

eH0

2c
R2ϕ̇ − e

∫
E(R)dR. (7)

Данная функция явным образом не зависит от ϕ, z, t,
что приводит к трем первым интегралам

pϕ = meR2ϕ̇ +
eH0

2c
R2 = 0, (8)

pz = 0, (9)

E0 =
me

2
(Ṙ2 + R2ϕ̇2)− e

∫
E(R)dR= const. (10)

Здесь pϕ — обобщенный импульс, pz — импульс по
оси z, E0 — сумма кинетической и потенциальной
энергий. Заметим, что в выражениях (8)–(10) учтены
начальные условия (4).

Используя (8)–(10) найдем

Ṙ =
dR
dt

= veR(R∗,R) =

√
2

me
(E0 −Ueff), (11)

Ueff = −e
∫

E(R)dR+
M2

z(R)
2meR2

, (12)

где Ueff — эффективный потенциал, Mz(R) =
= −(eH0/2c)R2. Из (11) имеем второй интеграл

t(R∗,R) = ±
∫

dR√
2

me
(E0 −Ueff)

, (13)

а, учитывая закон сохранения pϕ , найдем

ϕ̇ =
dϕ
dt

= ω = −�
2
. (14)

Исключив dt из выражения (13), с помощью (11)
получим еще один второй интеграл

ϕ(R∗,R) = ±�
2

∫
dR√

2
me

(E0 −Ueff)
. (15)

Используя выражение (12), найдем условия финит-
ности движения электронов [7]. Положим ER(R) = γRα,
где γ = const < 0, так как veR(R∗, t ≈ 0) > 0, α = const
и представим Ueff в виде

Ueff = −e
γ

α + 1
Rα+1 +

me

8
�2R2. (16)

Примем, что в (16) eγ > 0. Если α < 1, то, устремляя
в (16) R→∞, найдем lim

R→∞
Ueff →∞. Следовательно,

в данном случае движение электронов финитно. Если
α = 1, то из (16) имеем

lim
R→∞

Ueff →
{

+∞, − eγ
2 + me

8 �2 > 0,

−∞, 0− eγ
2 + me

8 �2 ≤ 0.
(17)

При α = 1 и выполнении верхнего неравенства в (17)
движение электронов финитно, а нижнего — ин-
финитно. Пусть α > 1, тогда из (16) получим, что
lim

R→∞
Ueff → −∞, т. е. движение электронов инфинитно.
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