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Теоретически исследовано возбуждение потенциальных поверхностных волн нерелятивистским электрон-
ным пучком, движущимся в вакууме вблизи границы слоистого сверхпроводника. Получены дисперсионные
уравнения поверхностных волн для произвольного угла наклона слоев сверхпроводника по отношению к
границе раздела двух сред. Учтена возможность произвольного направления распространения волн в плос-
кости границы раздела двух сред. Найдены инкременты кинетической и гидродинамической неустойчивости.
Показана возможность возникновения абсолютной неустойчивости.

PACS: 41.60.Bq, 73.20.Mf, 74.72.-h

Введение

Поверхностные электромагнитные волны (поверх-
ностные поляритоны) представляют собой особый вид
макроскопических электромагнитных волн, распростра-
няющихся вдоль поверхностей или границ раздела сред.
Напряженность электромагнитного поля в такой волне
экспоненциально убывает при удалении от границы [1,2].
Дисперсионные характеристики поверхностных электро-
магнитных волн существенно зависят от свойств по-
верхностей и приповерхностных слоев граничащих сред.
Спектроскопия этих волн является удобным инструмен-
том изучения свойств таких материалов, как полупро-
водники, диэлектрики, сверхрешетки, двумерные кван-
товые системы [1–4], магнитоупорядоченные среды [5],
леворукие среды [6], сверхпроводники [7] и др.
Широкое применение высокотемпературных сверх-

проводников (ВТСП) в устройствах современной элек-
троники обусловило интерес к исследованию высо-
кочастотных свойств ВТСП. Например, практическое
применение ВТСП и слоистых структур на их основе
в качестве управляемой волноведущей среды [8–10]
стимулировало исследование дисперсионных свойств по-
верхностных электромагнитных волн, распространяю-
щихся вдоль поверхности сверхпроводника. В частно-
сти, слоистые структуры типа сверхпроводник–феррит
(YBa2Cu3O7−x−Y3Fe5O12) могут применяться для созда-
ния СВЧ полосовых фильтров [9]. Особенности распро-
странения поверхностных электромагнитных волн в та-
ких структурах исследованы в работе [10]. Показано, что
чувствительность дисперсионных характеристик поверх-
ностных волн к глубине проникновения поля в пленку
сверхпроводника позволяет по величине фазового набега
измерять такие параметры сверхпроводящих пленок, как
глубина проникновения в пленку и поверхностное со-
противление в присутствии внешнего магнитного поля.

Слоистая структура ВТСП способствует распростра-
нению электромагнитных волн с джозефсоновской плаз-
менной частотой, лежащей в терагерцовой области. Это
позволяет создавать на основе таких структур генерато-
ры, детекторы и перестраиваемые фильтры терагерцово-
го излучения [11–13].
Обнаружение пикосекундного отклика ВТСП-пленок

на лазерное излучение позволяет создавать целый ряд
сверхбыстродействующих устройств инфракрасного и
оптического диапазонов таких, как пикосекундные детек-
торы, широкополосные смесители и др. [14,15]. Поверх-
ностные электромагнитные волны являются удобным
инструментом для экспериментального определения ча-
стотных и температурных зависимостей диэлектриче-
ской проницаемости ВТСП [16–19]. В указанных работах
поверхностные волны возбуждались методом нарушен-
ного полного внутреннего отражения в геометрии От-
то [1]. Знание этих зависимостей необходимо, например,
для расчета магнитооптических свойств таких слоистых
структур, как Y2BiFe5O12−Bi2Sr2CaCu2O8+x−StTiO3, ис-
пользующихся для регистрации квантов магнитного
потока в современных ВТСП-устройствах [20]. Кроме
этого, учет частотной дисперсии диэлектрической про-
ницаемости важен для исследования эффектов отра-
жения и преломления света поверхностью слоистого
сверхпроводника и особенно для исследования возбу-
ждения дополнительных волн в ВТСП [21]. В рабо-
те [22] были исследованы дисперсионные характери-
стики поверхностных электромагнитных волн, распро-
страняющихся вдоль границы раздела сред диэлектрик–
слоистый сверхпроводник перпендикулярно кристалло-
графической оси c кристалла. Полученное в [22] дис-
персионное соотношение для поверхностных волн при
произвольных углах наклона слоев по отношению к гра-
нице раздела двух сред позволяет рассчитать частотные
и температурные зависимости параметров локализации
волн.
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В настоящей работе рассмотрена задача возбужде-
ния поверхностных электромагнитных волн на грани-
це вакуум–слоистый сверхпроводник нерелятивистским
электронным пучком. Получено дисперсионное соотно-
шение для связанных волн при произвольных углах на-
клона слоев по отношению к границе раздела двух сред
и при произвольных углах распространения поверхност-
ных волн по отношению к направлению скорости пуч-
ка. Показана возможность возникновения абсолютной
неустойчивости, позволяющая генерировать поверхност-
ные волны в оптическом частотном диапазоне. Найден-
ные выражения для инкрементов неустойчивости поз-
воляют найти значения характерных частот слоистого
сверхпроводника. Рассмотрены условия существования
поверхностных волн в полуограниченной искусственной
слоистой среде, состоящей из чередующихся сверхпро-
водящих и диэлектрических слоев.

1. Постановка задачи и основные
уравнения

Вследствие малости диссипативных потерь в сверх-
проводниках при температурах значительно ниже темпе-
ратуры сверхпроводящего перехода Tc можно добиться
существенных замедлений поверхностных электромаг-
нитных волн по сравнению с полуограниченными полу-
проводниками. Благодрая этому сверхпроводники могут
обеспечивать надежную связь волн пространственного
заряда с поверхностными электромагнитными волнами.
Например, анализ дисперсионных кривых собственных
поверхностных волн на границе вакуум–слоистый сверх-
проводник, приведенных в работе [22], но с учетом
конечных диссипативных потерь, показывает, что вблизи
точки поворота спектра фазовая скорость поверхност-
ных волн vph может быть значительно меньше скорости
света в вакууме (vph � c , где c — скорость света в
вакууме). Например, при температуре сверхпроводни-
ка T = 0.1Tc коэффициент замедления поверхностных
волн, равный отношению vph/c , может достигать зна-
чений, меньших чем 0.1. В связи с этим для описа-
ния взаимодействия потока нерелятивистских заряжен-
ных частиц с собственными поверхностными волнами
полуограниченного сверхпроводника можно воспользо-
ваться приближением электростатики.
Рассмотрим границу раздела сред пучок–слоистый

сверхпроводник, расположенную в плоскости y = 0.
Электронный пучок занимает полупространство y > 0
(среда 1) и движется вдоль оси z со скоростью v0 � c .
Слоистый сверхпроводник занимает полупространство
y < 0 (среда 2). Мы предполагаем, что толщина пучка
(d ∼ 10−5−10−4 m [23]) значительно превышает длину
возбуждаемых поверхностных волн (λ ∼ 10−7 m).
Поля в пучке описываются следующими уравнениями:

rotE1 = 0, divE1 = 4πen1, e
∂n1
∂t

+ div j1 = 0, (1)

где e — заряд электрона, а возмущения концентрации
n1 и плотности тока j1 электронов пучка связаны с элек-

трическим полем E1 кинетическим уравнением Власо-
ва [24]. Используя методику, изложенную в [24], можно
получить закон дисперсии поверхностных электростати-
ческих волн, взаимодействующих с пучком электронов.
В качестве стационарной функции распределения элек-
тронов в пучке выбирается распределение Максвелла
для макропотока

f 0(p) =
n01

(2πm0T1)3/2
exp

[
−

(pz − p0)2 + p2x + p2y
2m0T1

]
,

(2)
где n01 — равновесная концентрация электронов пуч-
ка, m0 — масса свободного электрона, p0 = m0v0 —
импульс направленного движения потока, T1 — темпе-
ратура электронов пучка, выраженная в энергетических
единицах. Заметим, что функция распределения (2)
имеет такой же вид, как и для безграничной плазмы.
Это справедливо при условии зеркального отражения
электронов от границы раздела двух сред [24]. Восполь-
зуемся более простым и наглядным способом получения
закона дисперсии поверхностных волн и инкрементов
их неустойчивости. Это так называемый энергетиче-
ский подход, суть которого заключается в представле-
нии энергии поля поверхностной волны в виде суммы
квантов �ωq элементарных поверхностных возбужде-
ний (поверхностных плазмонов), изменение числа Nq

которых описывается соответствующим кинетическим
уравнением [3]:

1
4π

∞∫
0

E1
∂D1

∂t
dr +

1
4π

0∫
−∞

E2
∂D2

∂t
dr

=
∑

q

�ωq
∂Nq

∂t
= −

∞∫
0

jextE1dr, (3)

∂Nq

∂t
=
2π
�

∑
k1,k2

∣∣Wk1qk2

∣∣2δ(�1 −�2 − �ωq)

×
[
(Nq + 1)nk1(1− nk2) − Nqnk2(1− nk1)

]
, (4)

где � — постоянная Планка, ωq — частота поверхност-
ного плазмона с волновым вектором q, nk j = (0, 1) —
число электронов в состоянии k j , � j = �

2k2j /(2m0) —
энергия электронов в состоянии k j ,Wk1qk2 — матричный
элемент гамильтониана электрон-плазмонного взаимо-
действия, jext — плотность сторонних токов. Уравне-
ние (3) означает, что изменение энергии электростати-
ческого поля поверхностных плазмонов равно мощности
потерь сторонних токов, взятой с противоположным
знаком. Например, отрицательный знак этой мощности
будет означать рост энергии плазмонов. Подробный рас-
чет величиныWk1qk2 для спонтанного и индуцированного
излучений электронов будет выполнен ниже.
Рассмотрим область y < 0. Пусть сверхпроводник вы-

ращен таким образом, что кристаллографическая ось a
совпадает с координатной осью x , а кристаллографи-
ческие оси b и c образуют угол ψ с координатными
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осями y и z соответственно. При ψ = 0 ось b совпадает
с осью y , а ось c — с осью z . Уравнения для полей в
сверхпроводнике имеют вид

rotE2(r, t) = 0, divD2(r, t) = 0, (5)

где D2i = εi jE2 j — компоненты вектора электрической
индукции, εi j — тензор диэлектрической проницаемости
среды, i, j = x , y, z . Электрические поля в пучке и в
сверхпроводнике представим в следующем виде:

El(r, t) = −∇
l(r, t),


l(r, t) = 
0l exp
[
i(qx x + qly y + qz z − ωt)

]
, (6)

где 
0l — амплитуда скалярного потенциала, l = 1, 2.
В главных осях (ψ = 0) ненулевые диагональные компо-
ненты тензора εi j равны:

εxx = εa , εyy = εb, εz z = εc . (7)

Эти компоненты могут быть представлены в виде [25]

εγ = ε0γ −
ω20γ

ω2

(
1− iνγθ4

ω + iνγ

)
, (8)

где

ω0γ =
√
4πn2e2/m∗

γ

— плазменная частота для соответствующего кри-
сталлографического направления, m∗

γ — диагональные
компоненты тензора эффективной массы электрона,
n2 = n2N + n2S — полная концентрация электронов,
n2N = n2θ4 и n2S = n2(1− θ4) — концентрации „нор-
мальных“ и „сверхпроводящих“ электронов соответ-
ственно, θ = T/Tc — нормированная температура, νγ —
частота столкновений „нормальных“ электронов, ε0γ —
решеточный вклад в соответствующую компоненту ди-
электрической проницаемости, γ = a, b, c . Заметим, что
εa = εb и m∗

a = m∗
b в силу одноосной симметрии сверх-

проводника. В купратных ВТСП выполняется неравен-
ство m∗

a � m∗
c � m0, где m0 — масса свободного элек-

трона [25].
Для произвольных значений угла ψ тензор εi, j(ψ)

получается с помощью преобразования ε(ω, ψ)i j =
= ε(ω)pqCi pC jq, где Ci p и C jq — элементы матрицы
поворота на угол ψ вокруг кристаллографической оси a

εxx = εa , εyy = εa cos2(ψ) + εc sin
2(ψ), (9)

εz z = εa sin
2(ψ) + εc cos

2(ψ),

εz y = εyz = (εa − εc) sin(ψ) cos(ψ). (10)

Воспользовавшись (6)–(10), из уравнения divD2 = 0
получим дисперсионное соотношение для потенциаль-
ных волн в слоистом сверхпроводнике при произволь-
ных значениях угла ψ:

q2xεa + q22yεyy + q2z εz z + 2εz y q2y qz = 0. (11)

Из (11) получим следующее выражение для q2y :

q2y = ε−1yy

[
−qz εyz + i

√
εa(εcq2z + εyy q2x )

]
. (12)

2. Кинетическая неустойчивость

Для того, чтобы найти величину Wk1qk2 , рассмотрим
сначала потери энергии одного электрона на возбужде-
ние поверхностных волн. Пусть этот электрон движется
в вакууме вдоль оси z со скоростью v0 на расстоянии h
от границы y = 0. Ток электрона jext = (0, 0, je

z ) запи-
шется в виде

je
z (r, t) = ev0δ(x)δ(y − h)δ(z − v0t), (13)

где δ(x) — дельта-функция Дирака. Из (3) и (13)
следует, что потери энергии электрона равны мощности
спонтанного излучения (Nq � 1). Из уравнений Макс-
велла для электрического поля, создаваемого электро-
ном, получается следующее выражение:

Ee(r, t) = −∇
∫

dqx dqz dω
e(qx , qz , ω; y)

× exp
[
i(qx x + qz z − ωt)

]
, (14)

где


e(qx , qz , ω; y) =
ie

2πq1y
exp(iq1y |y − h|)δ(qzv0 − ω),

(15)

q1y = i
√

q2x + q2z .

Полный потенциал полей в вакууме равен 
v(r, t) =
= 
e(r, t) + 
1(r, t). Здесь потенциал 
1(r, t) описывает
поле излучения в вакууме. Требования непрерывности
на границе y = 0 тангенциальных компонент электри-
ческих полей и нормальных компонент электрических
индукций принимают вид


v(r, t)
∣∣
y=0 = 
2(r, t)

∣∣
y=0,

∂
v(r, t)
∂y

∣∣∣
y=0

=
∑

j

εy j
∂
2(r, t)
∂r j

∣∣∣
y=0

, (16)

где j = x , y, z . Из (16) находим


1(qx , qz , ω; 0) = − ie
2πq1y

exp(iq1y h)

× εyy q2y + εyz qz + q1y

εyy q2y + εyz qz − q1y
δ(qzv0 − ω), (17)

где q2y задается выражением (12). Подставив (17) в (14)
и выполнив интегрирование по dω с учетом полюса
подынтегрального выражения, из (3) и (4) получим
выражение для |Wk1qk2 |2 при ψ = 0, когда слои сверх-
проводника перпендикулярны поверхности кристалла

∣∣Wk1qk2

∣∣2 = − 4π�e2v0
Sxzω

2
0a

× ω2⊥εa(ω⊥)qzκ exp(−2hκ)
q2x [1+ ε2a(ω⊥)] + q2z [1+ αε2a(ω⊥)]

, (18)
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где Sxz — площадь системы в плоскости (xz ), α =
= ω20c/ω

2
0a , κ =

√
q2x + q2z ,

ω2⊥ =
ω20a

2

× 2ε0a tg2(ϑ)+ε0c+αε0a−
√

(ε0c−αε0a)2+4[1+tg2(ϑ)][α+tg2(ϑ)]
(ε20a−1) tg2(ϑ)+(ε0aε0c−1)

,

(19)
где tg2(ϑ) = q2x/q2z . Из формулы (4) можно получить
выражение для инкремента (декремента) поверхностных
плазмонов при распространении над поверхностью кри-
сталла электронного пучка с конечной температурой
электронов T1. Поскольку распределение электронов по
энергиям в пучке является невырожденным (nk � 1),
а их излучение — индуцированным (Nq � 1), то с
учетом малости импульса поверхностного плазмона по
сравнению с импульсом электрона (pz � �qz , T1 � �ωq)
выражение для инкремента неустойчивости запишется
следующим образом [3]:

γK =
1

Nq

∂Nq

∂t
=
2πLy Sxz

�

×
∫

dp
∣∣Wk1qk2

∣∣2δ (
pz −

ωq

qz

)
∂ f 0(p)
∂ pz

, (20)

где Ly — размер системы в направлении оси y , а f 0(p)
задается выражением (2). Подстановка выражения (18),
в котором v0 заменяем на pz /m0, в (20) дает

γK
⊥ =

=
4π2Ly m3

0ω
2
01ω

3
⊥εa(ω⊥)κ(ω⊥ − qzv0)

(2πm0T1)3/2qzω
2
0a

{
q2x [1+ε2a(ω⊥)]+q2z [1+αε2a(ω⊥)]

}

× exp
[
−m0(ω⊥ − qzv0)2

2T1q
2
z

]
, (21)

где Ly ∼ q−1
z ,

ω01 =
√
4πe2n01/m0

— ленгмюровская частота электронов пучка. Из (21)
видно, что при v0 > ω⊥/qz амплитуда поверхностных
плазмонов начинает экспоненциально расти, так как
εa(ω⊥) < 0 и γK

⊥ > 0. При v0 < ω⊥/qz имеем γK
⊥ < 0,

что соответствует затуханию поверхностных плазмонов.
На рис. 1 приведены зависимости максимально-

го значения инкремента γ̄K
max = γK

⊥/ω0a (кривая 1)
и соответствующего ему значения частоты ω̄max =
= ω⊥/ω0a (кривая 2) от величины волнового вектора
q̄x = qxv0/ω0a , для следующих параметров сверхпро-
водника YBa2Cu3O7−δ [22] и пучка [3]: ε0a = ε0c = 4.0,
ω0a = 5.6 · 1015 s−1, ω0c = 1.1 · 1015 s−1, n01 ∼ 1018 m−3,
v0 = 3 · 109 s−1, T1 = 1.38 · 10−20 J. Кривой 1 соответ-
ствует левая ось ординат, а кривой 2 — правая.
Из рис. 1 следует, что в плоскости границы раздела
двух сред для заданных параметров сверхпроводника
и пучка существует выделенное направление распро-
странения поверхностных волн, в котором значение

Рис. 1. Зависимость максимального значения инкремента
γ̄K
max = γK

⊥/ω0a (кривая 1) и сопутствующего ему значения
частоты ω̄max = ω⊥/ω0a (2) от величины волнового вектора
q̄x = qxv0/ω0a . Кривые построены с помощью выражения (21).

максимального инкремента неустойчивости оказывается
наибольшим. Для указанных параметров кристалла и
пучка это направление соответствует углу ϑ ≈ 52◦, при
этом ω⊥/qz ≈ 0.995v0.
При ψ = π/2, когда слои сверхпроводника параллель-

ны поверхности кристалла, выражения для |Wk1qk2 |2 и
инкремента неустойчивости γK

‖ имеют вид

∣∣Wk1qk2

∣∣2 = −4π�e2v0
Sxzκ

ω2‖qz exp(−2hκ)

ω20aεc(ω‖) + ω20cεa(ω‖)
, (22)

γK
‖ =

4π2Ly m3
0ω

2
01ω

3
‖(ω‖ − qzv0)

(2πm0T1)3/2qzκ
[
ω20aεc(ω‖) + ω20cεa(ω‖)

]

× exp
[
−

m0(ω‖ − qzv0)2

2T1q
2
z

]
, (23)

где Ly ∼ q−1
z

ω2‖ = ω2⊥(ϑ = 0)

=
ε0cω

2
0a + ε0aω

2
0c −

√
(ε0cω

2
0a − ε0aω

2
0c)2 + 4ω20aω

2
0c

2(ε0aε0c − 1)
.

(24)
Заметим, что εa(ω‖) < 0 и εc(ω‖) < 0. При v0 > ω‖/qz

происходит усиление поверхностных колебаний. Из вы-
ражения (23) следует, что в рассматриваемом слу-
чае наибольшее значение инкремента достигается при
qx = 0 и является величиной порядка γK

‖ /ω0a ∼ 10−7 для
вышеуказанных параметров сверхпроводника и пучка.

3. Гидродинамическая неустойчивость

Гидродинамическое описание электронного пучка воз-
можно в пренебрежении тепловым движением элек-
тронов. Условием этого является малость дебаевского
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радиуса электронов пучка rD по сравнению с характер-
ным размером системы [24]. В рассматриваемой задаче
таким размером является глубина проникновения поля
поверхностной волны в пучок, являющаяся величиной
порядка длины волны λ. Поэтому условие пренебреже-
ния тепловым движением электронов пучка запишется в
виде

rD =
vT

ω01
=

√
T1

4πe2n01
� λ, (25)

где vT =
√

T1/m0 — тепловая скорость электронов пуч-
ка. Например, для пучка с плотностью n01 ∼ 1018 m−3

и λ ∼ 10−7 m неравенство (25) выполнится при
T1 � 3 · 10−23 J. Если(

γH
)2 � ω201,

vT

γH
� λ, (26)

где γH — инкремент гидродинамической неустойчиво-
сти, то в процессе развития неустойчивости электроны
пучка смещаются на расстояния от границы много мень-
шие, чем глубина проникновения поля, т. е. находятся
в тонком приповерхностном слое в области y > 0 в
течение всего времени развития неустойчивости. Это
означает образование поверхностных зарядов на границе
раздела сред пучок–сверхпроводник. Первое условие
в (26) соответствует одночастичному эффекту Черенко-
ва [24]. Ниже будет показано, что при рассматриваемых
параметрах пучка (γH)2 ∼ 1023 s−2, ω201 ∼ 1021 s−2. Сле-
довательно, при λ ∼ 10−7 m образование поверхност-
ных зарядов будет происходить при температуре пучка
T1 � 10−21 J. Это означает, что условие применимости
гидродинамического приближения (25) налагает более
жесткие ограничения на температуру пучка, чем усло-
вия (26). Заметим, что в рассмотренном выше случае ки-
нетической неустойчивости температура пучка бралась
равной T1 = 1.38 · 10−20 J, и поэтому поверхностные
заряды не возникали.
Дисперсионное соотношение для связанных поверх-

ностных волн получается из граничных условий, вы-
ражающих непрерывность тангенциальных компонент
электрического поля и скачок нормальных компонент
электрической индукции, связанной с наличием поверх-
ностных токов. Следуя работе [26], рассмотрим тонкий
переходный слой −δ < y < δ (где δ � λ), в котором
поведение электронов описывается следующей системой
линеаризованных уравнений непрерывности и движения:

∂N(r, t)
∂t

+ N0

[
∂vx(r, t)

∂x
+
∂vz (r, t)

∂z

]

+
∂[N0vy (r, t)]

∂y
+ v0

∂N(r, t)
∂z

= 0. (27)

∂v i(r, t)
∂t

+ v0
∂v i(r, t)
∂z

=
eEi(r, t)

m0
, (28)

где N0 — равновесная плотность электронов, N(r, t) и
v i(r, t) — возмущения плотности и компонент скоро-
сти электронов соответственно, i = x , y, z . Плотность

высокочастотных неоднородных составляющих тока в
переходном слое задается следующим образом:

jx = eN0vx(r, t), jy = eN0vy(r, t),

j z = eN0vz (r, t) + eN(r, t)v0. (29)

Решив уравнения (27), (28), найдем вектор электриче-
ской индукции и тензор диэлектрической проницаемости
пучка ε

(1)
ik с помощью (29) и следующего известного

выражения:

Di = δikEk + 4πi j i/ω = ε
(1)
ik Ek , (30)

где δik — символ Кронекера. Уравнение, описывающее
скачок нормальной компоненты электрической индук-
ции, получается в результате интегрирования уравнения
divD = 0 по толщине переходного слоя и с точностью
до членов порядка O(δ/λ) имеет вид

∑
j

εy j
∂
2(r, t)
∂r j

∣∣∣
y=0

− ε(1)
yy

∂
1(r, t)
∂y

∣∣∣
y=0

= − 4πe2qzv0

m0ω(ω − qzv0)2
lim
δ→0

δ∫
−δ

dy
∂

∂y

[
N0

∂
(r, t)
∂y

]
, (31)

где

ε(1)
yy = 1− ω201

ω(ω − qzv0)
, (32)

j = x , y, z . Выполнив в (31) интегрирование и учтя
условие непрерывности потенциалов 
1(r, t) и 
2(r, t)
на границе y = 0, получим

εyy q2y + εyz qz =
[
1− ω201

(ω − qzv0)2

]
q1y . (33)

При v0 = 0 уравнение (33) описывает поверхност-
ные волны на границе слоистый сверхпроводник–
равновесная плазма, а при ω01 = 0 — поверхностные
волны на границе слоистый сверхпроводник–вакуум.
В области частот, где εa , εc < 0, имеем εyy < 0 и

Im {q2y} < 0. Из (12) следует, что при 0 < ψ < π/2
волна в сверхпроводнике в отсутствие потерь
(T � Tc) не является чисто поверхностной, так
как Re {q2y} = −qzεyz /εyy 	= 0 в общем случае.
Из выражения (12) следуют условия существования
волн в кристалле с амплитудой, убывающей при
удалении от границы раздела двух сред

εa
[
εc + εyy tg2(ϑ)

]
> 0, εyy < 0. (34)

Так как ω ∼ ω0a ∼ 1015 s−1 � ω01 ∼ 1010 s−1, то дис-
персионное уравнение для собственных поверхностных
волн можно переписать в виде

εa
[
εc cos

2(ϑ) + εyy sin
2(ϑ)

]
= 1+ O

(
ω201
ω20a

)
. (35)
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Рис. 2. Распределение частоты поверхностных волн в зависи-
мости от угла ϑ для ряда значений ψ без учета диссипативных
потерь (T � Tc). Расчет по формуле (35). Кривая 1 соответ-
ствует значению ψ = π/2, 2 — π/3, 3 — 0.

На рис. 2 показаны распределения частоты поверх-
ностных волн в зависимости от угла ϑ для ряда зна-
чений ψ при вышеуказанных параметрах сверхпровод-
ника, а также плотности и скорости пучка. Здесь и в
дальнейшем будем считать, что все электроны в сре-
де 2 находятся в сверхпроводящем состоянии (T � Tc).
Из рис. 2 видно, что при ориентации слоев сверхпровод-
ника параллельно границе раздела двух сред (ψ = π/2)
значения частоты поверхностных волн одинаковы
для всех направлений распространения. Соответству-
ющая частота определяется из соотношения εaεc = 1
и равна ωmin = ω⊥(ϑ = 0) ≈ (ω0c/

√
ε0c)[1− O(ε−10a ε

−1
0c )].

С уменьшинем ψ угловое распределение частоты
становится неоднородным. Минимум частоты нахо-
дится при ϑ = 0, а максимум — при ϑ = π/2
(с периодом π). Наибольшее значение частоты
ωmax = ω⊥(ϑ = π/2) = ω0a/

√
1+ ε0a достигается при

ψ = 0, ϑ = π/2 и определяется из соотношения ε2a = 1.
Отметим, что значения частоты, принадлежащие интер-
валу ωmin < ω < ωmax удовлетворяет условиям (34).
Введем безразмерные частоту ω̄ и волновые векто-

ры q̄x , q̄z :

ω̄ = ω/ω0a , q̄x = qx/q0, q̄z = qz /q0, (36)

где q0 = ω0a/v0 ∼ 106 cm−1 при v0 = 0.1c .
Зависимость частоты ω̄ поверхностных волн от ве-

личины q̄z при фиксированном значении q̄x = 0.1 для
разных углов наклона слоев ψ показаны на рис. 3.
Из рис. 3 видно, что приведенные зависимости имеют
отрицательную дисперсию при ψ 	= π/2. При ψ = π/2
поверхностные волны являются бездисперсионными и
распространяются на частоте ωmin. Отрицательный ха-
рактер дисперсии поверхностных волн означает, что при

выполнении условия синхронизма этих волн с волной
пучка (в точке пересечения дисперсионных кривых пуч-
ка и поверхностной волны) возникает абсолютная пуч-
ковая неустойчивость. В окрестности резонанса, когда

ω = ωR + δω, |δω| � ωR, (37)

где частота ωR = qzv0 удовлетворяет дисперсионному
уравнению поверхностных волн в отсутствие пучка,
дисперсионное уравнение (33) можно переписать в без-
размерных переменных ω̄, q̄x , q̄z в следующем виде:(

δω̄ − δq̄z
)2(

δω̄ − v̄grδq̄z
)

=

−
(
ω01

ω0a

)2
ω̄3R(q̄2x + q̄2z )

2εa q̄2x + (εc + αεa )q̄2z
, (38)

где значения диэлектрической проницаемости εa и εc

соответствуют частоте ω̄R ,

v̄gr =
(1− εaεc)q̄z ω̄

3
R

2εa q̄2x + (εc + αεa )q̄2z
. (39)

На рис. 4 приведено численное решение дисперси-
онного уравнения (38) для q̄x = 0.1, ψ = 0. Групповая
скорость поверхностной волны в точке пересечения дис-
персионных кривых ω̄ = q̄z ≈ 0.22 равна v̄gr ≈ −0.65,
что соответствует vgr/c ≈ −0.065. Топология приведен-
ных на рис. 4 дисперсионных кривых, в соответствии с
правилами Старрока [27], указывает на возникновение
абсолютной неустойчивости с инкрементом

γ̄H = Im (δω̄) =
√
3
2
ω̄R

(
ω01

ω0a

)2/3

×
∣∣∣(εc + αεa ) cos2(ϑ) + 2εa sin

2(ϑ)
∣∣∣−1/3 . (40)

Для вышеуказанных параметров пучка и сверхпровод-
ника получаем γ̄H ∼ 5 · 10−5 или γH ≈ 3 · 1011 s−1. При

Рис. 3. Зависимость частоты ω̄ поверхностных волн от
величины q̄z при фиксированном значении q̄x = 0.1 для разных
углов наклона слоев ψ. Диссипативные потери не учитываются
(T � Tc). Расчет по формуле (33). Кривая 1 соответствует пуч-
ковой волне (ω̄ = q̄z ); 2, 3, 4 — собственным поверхностным
волнам для ψ = 0, π/6 и π/2 соответственно.
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Рис. 4. Расщепление дисперсионных кривых поверхностных
и пучковой волн в окрестности резонанса ω̄R = q̄z . Приве-
денные кривые рассчитаны с помощью уравнения (38) для
q̄x = 0.1, ψ = 0. Групповая скорость поверхностной волны
в точке пересечения дисперсионных кривых ω̄ = q̄z ≈ 0.22
равна v̄gr ≈ −0.65. Кривые 1, 2 соответствуют дисперсионным
зависимостям связанных пучково-поверхностных волн в малой
окрестности точки пересечения кривых 1 и 2 на рис. 3,
а 3, 4 — дисперсионным зависимостям связанных пучково-
поверхностных волн в окрестности резонанса в области зна-
чений ω̄ < 0 и q̄z < 0.

произвольных значениях ψ инкремент определяется сле-
дующим выражением:

γ̄H =
√
3
2
ω̄R

(
ω01

ω0a

)2/3 ∣∣∣(εc + αεa )
[
cos2(ϑ)

+ sin2(ϑ) sin2(ψ)
]
+ 2εa sin

2(ϑ) cos2(ψ)
∣∣∣−1/3.

(41)
Заметим, что с помощью выражения (41) можно найти
характерные значения частоты слоистого сверхпровод-
ника ω0a и ω0c , приняв во внимание, что ε0a = ε0c . Отме-
тим также, что, как следует из приведенных численных
оценок, γH � γK . Действительно, на гидродинамической
стадии неустойчивости весь пучок находится в резо-
нансе с соответствующей гармоникой поверхностной
волны. Возбуждение колебаний пучком сопровождается
„размытием“ его функции распределения по скоростям.
Это, в свою очередь, приводит к тому, что в резонансе
с соответствующей гармоникой поверхностной волны
будет находиться лишь небольшая часть электронов
пучка [28].
До сих пор речь шла о сверхпроводящих слоистых

структурах, таких как YBa2Cu3O7−δ , в которых длина
когерентности куперовских пар lcoh порядка толщины
диэлектрических слоев dd, т. е. lcoh ∼ dd . В случае, когда
значения длины электромагнитных волн в таком сверх-
проводнике значительно превышают значения толщины
слоев, допустимо использованное выше описание сре-
ды с помощью тензора диэлектрической проницаемо-
сти (8) [25]. Если рассматривать искусственную слои-

стую структуру, состоящую из чередующихся сверхпро-
водящих и диэлектрических слоев с толщиной dd � lcoh,
то для описания электродинамических свойств таких
структур необходимо использовать подход, развитый в
работе [29] при изучении потерь энергии заряженной
частицей, проходящей через слоистый диэлектрик. Сло-
истая среда в этом случае описывается следующими
выражениями [29]:

εeffc =
εsεd(ds + dd)
εdds + εs dd

, εeffab =
εs ds + εddd

ds + dd
, (42)

где εeffc — эффективная диэлектрическая проницаемость
кристалла в направлении его оптической оси, εeffab —
эффективная диэлектрическая проницаемость кристалла
в плоскости его слоев, εs = ε0s − ω20s/ω

2 — диэлектри-
ческая проницаемость сверхпроводящих слоев, εd —
диэлектрическая проницаемость диэлектрика, ds и dd —
толщина сверхпроводящих и диэлектрических слоев со-
ответственно. Рассмотрим границу раздела сред вакуум–
искусственная слоистая среда с ориентацией коорди-
натных и кристаллографических осей такой же, как и
в исследованном выше случае. Если η = ds/dd � 1, то
поверхностные волны на границе вакуума и искусствен-
ной слоистой среды могут существовать в следующем
интервале частот:

0 < ω2 < η
ω20s

εd
cos2(ψ) sin2(ϑ). (43)

Заметим, что значения частоты в интервале (43) удо-
влетворяют условиям существования поверхностных
волн (34). Из (43) следует, что в соответствии с
неравенством η � 1, частоты поверхностных волн могут
быть значительно меньше оптических и находиться,
например, в миллиметровом и субмиллиметровом диа-
пазонах. Если граница раздела двух сред параллельна
слоям структуры (ψ = π/2), то распространение по-
верхностных волн оказывается невозможным в любых
направлениях в плоскости границы.

Заключение

В настоящей работе теоретически исследовано возбу-
ждение поверхностных электростатических волн полу-
бесконечным электронным пучком. Найдены инкремен-
ты для кинетической и гидродинамической неустойчи-
вости. Найдены дисперсионные соотношения для соб-
ственных и связанных с пучком поверхностных волн
при произвольном значении угла наклона слоев к
поверхности кристалла и произвольного направления
распространения волн в плоскости границы. Показано,
что гидродинамическая неустойчивость имеет абсолют-
ный характер. Этот эффект принципиально важен для
создания генераторов излучения в оптическом диапазоне
частот, поскольку обеспечивается обратная связь между
поверхностными и пучковой волнами. Кроме того, по-
лученные выражения для инкрементов неустойчивости
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позволяют найти значения характерных частот слоисто-
го сверхпроводника. Для искусственной слоистой среды,
состоящей из чередующихся сверхпроводящих и диэлек-
трических слоев найден частотный интервал существо-
вания поверхностных волн. Показано, что частоты таких
волн могут быть значительно меньше оптических.
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