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Выведено и проанализировано дисперсионное уравнение для капиллярных волн с произвольной сим-
метрией (с произвольными азимутальными числами) на поверхности цилиндрической струи идеальной
несжимаемой диэлектрической жидкости в коллинеарном оси симетрии струи электростатическом поле.
Показано, что капиллярную неустойчивость в такой системе могут претерпевать только длинные осе-
симметричные волны. Ширина диапазона волновых чисел неустойчивых волн, начинающегося с нулевого
значения, зависит от диэлектрической проницаемости жидкости и внешней среды и квадрата напряженности
электростатического поля. С ростом напряженности поля ширина диапазона волновых чисел неустойчивых
волн быстро уменьшается, как и величина инкремента капиллярной неустойчивости, а также значение
волнового числа волны, обладающей максимальным инкрементом.

Введение

Феномен капиллярного распада струй жидкости на-
ходится в поле внимания исследователей с середины
XIX в. и при различных усложняющих проблему внеш-
них условиях изучен достаточно подробно в связи с
многочисленными приложениями (см., например, [1–6]
и указанную там литературу). Из общефизических со-
ображений известно, что любая изолированная система
стремится занять положение с минимальной потенци-
альной энергией. Поэтому фиксированный объем жидко-
сти, ограниченный свободной поверхностью с формой,
отличной от сферической и подверженной действию
сил поверхностного натяжения, в отсутствие внешних
силовых полей будет стремиться принять сферическую
форму, обладающую мнимальной площадью свободной
поверхности, обеспечивающую минимальность потен-
циальной энергии капиллярных сил. Сказанное отно-
сится и к цилиндрической струе жидкости, которая
будет неустойчивой по отношению к капиллярному
(т. е. реализующемуся под действием капиллярных сил)
разбиению на капли.
Первое строгое аналитическое исследование устой-

чивости цилиндрической струи идеальной несжимаемой
жидкости по отношению к поверхностным капиллярным
цилиндрическим осесимметричным волнам бесконечно
малой (тепловой [7]) амплитуды выполнено в кон-
це XIX в. Рэлеем [1,2]. Рассматривая амплитуды цилин-
дрических капиллярных осесимметричных волн в каче-
стве нормальных координат колебательных системы с
бесконечно большим количеством степеней свободы, он
составил функцию Лагранжа колебательной системы и
выписал систему независимых уравнений Лагранжа для
различных волновых чисел. Анализ полученной системы
уравнений Лагранжа позволил исследовать устойчивость

струи по отношению к капиллярным волнам различной
длины. В частности, Рэлей показал, что цилиндрическая
струя неустойчива по отношению к длинным осесиммет-
ричным капиллярным волнам с волновыми числами, удо-
влетворяющими соотношению: kR < 1, где R — радиус
струи. Более короткие волны могут беспрепятственно
распространяться по струе. Неосесимметричные волны
(т. е. волны с азимутальными числами, отличными от
нуля) на разряженной поверхности струи всегда устой-
чивы.

Появление на поверхности электропроводной струи
электрического заряда приводит к проявлению неустой-
чивости и неосесимметричных волн, а также к некото-
рому расширению спектра неустойчивых осесимметрич-
ных волн в область более коротких длин волн [5]. Если
незаряженную струю диэлектрической жидкости поме-
стить в коллинеарное ей внешнее электрическое поле,
то, как показано в [8–10], оно увеличит устойчивость
осесимметричных капиллярных волн на поверхности
струи за счет смещения правой границы области устой-
чивости в сторону более длинных волн. Это вывод был
подтвержден в работах [11–13], выполненных для вязкой
жидкости с учетом эффекта релаксации электрического
заряда, проведенного, однако, не без погрешностей [14].
Феномен стабилизации осесимметричных капиллярных
волн продольным электрическим полем представляет
значительный интерес в связи с попытками физической
трактовки многочисленных режимов электродисперги-
рования жидкости, наблюдаемых экспериментально [5].
Тем не менее обсуждаемый феномен исследован не
достаточно полно. В классической ситуации осесиммет-
ричных волн ранее выполненные исследования [8–13]
не дают исчерпывающей физической картины его ре-
ализации. Исследование влияния продольного электри-
ческого поля на устойчивость неосесимметричных волн
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на поверхности струи, возбуждение которых приводит к
проявлению изгибной неустойчивости [5], в реальности
только начинается.
В настоящей работе будет исследована устойчивость

поверхностных волн с произвольной симметрией во
внешнем электростатическом поле, коллинеарном оси
симметрии невозмущенной цилиндрической струи, при
различных соотношениях диэлектрических проницаемо-
стей жидкости и окружающей среды.

1. Постановка задачи

Пусть имеется бесконечная, движущаяся параллельно
однородному электростатическому полю E0 с постоян-
ной скоростью U0 (т. е. U0 ‖ E0) цилиндрическая струя
идеальной несжимаемой диэлектрической жидкости с
массовой плотностью ρ, диэлектрической проницаемо-
стью εin и коэффициентом поверхностного натяжения
γ , имеющая радиус R. Диэлектрическая проницаемость
внешней среды εex.
Для упрощения задачи перейдем в инерциальную

систему координат, движущуюся вместе со струей с
такой же скоростью U0. В такой системе отсчета поле
скоростей течения жидкости в струе U(r, t) полностью
определяется возможными (имеющими, например, теп-
ловую природу) капиллярными волнами на ее поверх-
ности и в безразмерных переменных ρ = γ = R = 1, в
которых будет проведено все рассмотрение, является
параметром такого же порядка малости, что и амплитуда
волн. Движение жидкости будем принимать потенци-
альным, т. е. U(r, t) ≡ ∇ψ(r, t), где ψ(r, t) — потенциал
поля скоростей волнового движения жидкости. Зададим-
ся целью исследовать критические условия реализации
неустойчивости капиллярных волн на поверхности такой
струи.
Весь анализ проведем в цилиндрической системе

координат {r, ϕ, z} с осью OZ, орт nz которой совпадает
по направлению с осью симметрии цилиндрической
струи, и направлен вдоль вектора скорости U0. Уравне-
ние свободной поверхности струи, возмущенной тепло-
вым капиллярным волновым движением, т. е. имеющим
размерные амплитуды ∼

√
κT/γ , где κ — постоянная

Больцмана; T — абсолютная температура [7], запишем
в виде:

F(r, ϕ, z , t) = r −
(
1+ ξ(ϕ, z , t)

)
= 0.

В этом соотношении ξ(ϕ, z , t) — возмущение цилин-
дрической поверхности струи, вызванное капиллярным
волновым движением.
Математическая формулировка задачи о расчете ка-

пиллярного волнового течения жидкости в струе иде-
альной несжимаемой жидкости состоит из уравнений
гидродинамики и электростатики (в предположении, что
скорость движения жидкости много меньше релятивист-
ской), т. е. E j = −∇	 j(r, t), j ∈ {in; ex}:


ψ(r, t) = 0; 
	in(r, t) = 0; 
	ex(r, t) = 0

с граничными условиями

r = 1+ ξ :
dF
dt

≡ ∂F
∂t

+ ∇ψ · ∇F = 0;

P in − Pex + PE = Pγ ;

εin[n · ∇	in(r, t)] = εex[n · ∇	ex(r, t)];

τ · ∇	in(r, t) = τ · ∇	ex(r, t);

r → 0 : ∇ψ(r, t) → 0; 	in(r, t) < ∞;
r → ∞ : −∇	ex(r, t) = E0.

Здесь τ и n — единичные векторы касательной и
нормали к возмущенной поверхности струи; 	in(r, t) и
	ex(r, t) — электростатические потенциалы в струе и в
среде соответственно; Pex — давление во внешней среде;

P in(r, t) ≡ P(0)
in − ∂ψ(r, t)

∂t
− 1
2

(
∇ψ(r, t)

)2

— поле давлений внутри струи; P(0)
in — постоянное дав-

ление в цилиндрической струе в отсутствие волнового
движения в ней; Pγ ≡ divn — давление сил поверхност-
ного натяжения; PE — давление электрического поля на
поверхность капли:

PE = − εex

8π

[
(∇	ex)2 − 2(−n · ∇	ex)2

]

+
εin

8π

[
(∇	in)2 − 2(n · ∇	in)2

]
.

Кроме выписанных условий должно выполняться тре-
бование постоянства объема участка струи, длина кото-
рого равна длине волны λ:

z 0+λ∫
z 0

1+ξ∫
0

2π∫
0

dz rdr dϕ = πλ.

2. Разбиение по порядкам малости

Малым параметром сформулированной задачи явля-
ется безразмерная амплитуда волновой деформации по-
верхности струи ε ≡ max |ξ(ϕ, z , t)|. Искомые функции
деформации поверхности ξ(ϕ, z , t) и гидродинамический
потенциал волнового течения жидкости в струе ψ(r, t)
является малым первого порядка по ε. Потенциалы
электростатического поля 	in(r, t) и 	ex(r, t) содержат
и слагаемые нулевого порядка малости, и их можно
представить в виде:

	in(r, t) ≡ 	
(0)
in (r, t) + φin(r, t);

	ex(r, t) ≡ 	(0)
ex (r, t) + φex(r, t);

где 	(0)
in (r, t) и 	(0)

ex (r, t) — слагаемые нулевого порядка
малости по ε, а φin(r, t) и φex(r, t) — первого. В этой
связи сформулированную задачу следует разбить по
порядкам малости.
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2.1. Нулевой порядок малости

В нулевом порядке малости по ε будем иметь невоз-
мущенный волновым движением цилиндр в коллинеар-
ном его оси электростатическом поле. Это означает, что
гидродинамических движений не будет, а оставшиеся
искомые величины не будут зависеть от координат r и
ϕ цилиндрической системы координат. В итоге получим
задачу

∂2	
(0)
in (r, t)
∂z 2

= 0;
∂2	

(0)
ex (r, t)
∂z 2

= 0

с граничными условиями

r = 1 :
∂	

(0)
in (r, t)
∂z

=
∂	

(0)
ex (r, t)
∂z

;

(
P(0)
in − P(0)

ex

)
+

(εin − εex)
8π

(
∂	

(0)
in

∂z

)2
= 1;

r → 0 : 	in(r, t) < ∞;
r → ∞ : −∇	(0)

ex (r, t) = E0;

z 0+λ∫
z 0

1∫
0

2π∫
0

dz rdrdϕ = πλ.

Решение этой задачи находится легко:

	
(0)
in (r, t) = −E0z ; 	(0)

ex (r, t) = −E0z ;


P ≡
(
P(0)
in − Pex

)
= 1(εin − εex)

E20
8π

.

2.2. Первый порядок малости

В первом порядке малости по ε будем иметь задачу


ψ(r, t) = 0; 
φin(r, t) = 0; 
φex(r, t) = 0

с граничными условиями

r = 1 :
∂ξ

∂t
=
∂ψ

∂r
;

−∂ψ

∂t
+

(εin − εex)
8π

[
2
∂	

(0)
ex

∂z
∂φex

∂z
−

(
1− εex

εin

)

×
(
∂φex

∂r
− ∂	

(0)
ex

∂z
∂ξ

∂z

)]
= −

[
ξ +

∂2ξ

∂z 2
+
∂2ξ

∂ϕ2

]
;

εin

[
∂φin(r, t)

∂r
− ∂	

(0)
in

∂z
∂ξ

∂z

]
= εex

[
∂φex(r, t)

∂r
− ∂	

(0)
ex

∂z
∂ξ

∂z

]
;

∂φin(r, t)
∂z

=
∂φex(r, t)

∂z
;

∂φin(r, t)
∂ϕ

=
∂φex(r, t)

∂ϕ
;

r → 0 : ∇ψ(r, t) → 0; |∇φin(r, t)| → 0;

r → ∞ : |∇φex(r, t)| → 0;

z 0+λ∫
z 0

2π∫
0

ξ(z , ϕ, t)dz dϕ = 0.

Решение задачи первого порядка малости для неиз-
вестных функций ξ(ϕ, z , t), ψ(r, t), φin(r, t) и φex(r, t)
будем искать в виде разложений по бегущим цилиндри-
ческим волнам в виде

ξ(ϕ, z , t) =

∞∫
0

∞∑
m=0

C(1)
m exp(imϕ) exp(ikz ) exp(−iωt)dk ;

ψ(r, t) =

∞∫
0

∞∑
m=0

C(2)
m Im(kr) exp(imϕ) exp(ikz ) exp(−iωt)dk ;

φin(r, t) =

∞∫
0

∞∑
m=0

C(3)
m Im(kr) exp(imϕ) exp(ikz ) exp(−iωt)dk ;

φex(r, t) =

∞∫
0

∞∑
m=0

C(4)
m Km(kr) exp(imϕ)

× exp(ikz ) exp(− iωt)dk,

где i — мнимая единица; k и ω — волновое число и цик-
лическая частота волны; m — азимутальный параметр;
Im(kr) и Km(kr) — модифицированные функции Бесселя
первого и второго рода соответственно.

3. Дисперсионное уравнение

Подставляя выписанные проекты решений в систему
граничных условий, из условия совместности получив-
шейся системы алгебраических уравнений относитель-
но неизвестных коэффициентов разложений C(l)

m , где
l = 1, 2, 3, 4, несложно получить дисперсионное уравне-
ние задачи, которое выписывается достаточно компакт-
но:

ω2m(k, εin, εex, w)

= Fm(k)
{

k2 + m2 − 1+ w
(εin − εex)2k2

εinFm(k) + εexDm(k)

}
;

(1)

w ≡ E20
4π
; Fm(k) ≡ k

Im+1(k)
Im(k)

+ m;

Dm(k) ≡ k
Km+1(k)
Km(k)

− m.

Положив m = 0, несложно получить дисперсионное
уравнение для осесимметричных капиллярных волн на
поверхности незаряженной струи идеальной несжимае-
мой диэлектрической жидкости в однородном электро-
статическом поле, приведенное в [8–10]:

ω20(k, εin, εex, w)

= F0(k)
{

k2 + w
(εin − εex)2k2

εinF0(k) + εexD0(k)
− 1

}
. (2)
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4. Анализ полученных результатов

Волна с заданными значениями волнового k и азиму-
тального m чисел претерпевает неустойчивость, когда
ω2m(k, εin, εex, w) — квадрат ее частоты — проходит
через нуль и становится отрицательным. При этом ча-
стоты принимают мнимые значения, и амплитуда одной
из волн, для которой ωm(k, εin, εex, w) ≡ iη(k, εin, εex, w),
начинает экспоненциально нарастать со временем с
инкрементом η(k, εin, εex, w).
В дисперсионном уравнении (1) функциональные мно-

жители Fm(k) и Dm(k) являются вещественными поло-
жительными при произвольных k и m. Это означает,
что при m ≥ 1 правая часть (1) всегда положительная,
частоты ωm(k, εin, εex, w) вещественны и, следовательно,
струя устойчива по отношению к неосесимметричным
волновым возмущениям ее поверхности. Для m = 0
приходим к дисперсионному уравнению (2), имеющему
мнимые решения для малых значений волновых чисел
(для длинных волн), удовлетворяющих условию:

k2 + w
(εin − εex)2k2

εinF0(k) + εexD0(k)
< 1. (3)

В указанном диапазоне волновых чисел струя претер-
певает осесимметричную капиллярную неустойчивость.
Несложно видеть, что в отсутствие электрического поля
(при w = 0) диапазон воловых чисел неустойчивых осе-
симметричных волн определяется условием: 0 < k < 1,
как и было получено для незаряженной струи при
отступлении электрического поля Рэлеем [1–2].
На рис. 1 приведены результаты численного расчета

по дисперсионному уравнению (2) зависимости квадрата
частоты ω2 осесимметричных волн от волнового числа
k при различных значениях параметров w , εin и εex.
Несложно видеть, что с увеличением параметра w,
пропорционального квадрату напряженности электриче-
ского поля, а также с увеличением диэлектрической
проницаемости жидкости εin и внешней среды εex ши-
рина диапазона волновых чисел волн, претерпевающих
неустойчивость, сужается.
Если выражение (3) переписать в виде

k2 + w
(εin − εex)2k2

εinF0(k) + εexD0(k)
− 1 = 0

и выразить из него, например, εin как функцию от
остальных физических параметров εin = εin(k, w, εex), то
по полученному соотношению можно также исследовать
зависимость ширины диапазона волновых чисел неустой-
чивых волн от физических параметров системы.
На рис. 2 приведены зависимости εin = εin(k), по-

строенные при εex = 1 и различных значениях па-
раметра w . Видно, что для фиксированного значе-
ния εin = ε∗in ≡ const ширина диапазона волновых чисел
неустойчивых волн определится точкой пересечения
графика εin = εin(k), построенного при w = w∗ ≡ const,
с прямой, параллельной оси абсцисс, εin = ε∗in ≡ const.

Рис. 1. Зависимости квадрата безразмерной частоты ω2

осесимметричных волн от безразмерного волнового числа k
при различных значениях физических параметров. a— εin = 2;
εex = 1. Параметр w принимает различные значения: w = 0 —
тонкая кривая; 0.1 — штрихпунктир; 0.5 — пунктир; 1 —
жирная кривая. b — εex = 1. Параметр w принимает два
значения: w = 0.1 — тонкие кривые; 1 — жирные. Параметр
εin принимает четыре различных значения: εin = 2 — сплошные
кривые; 5 — штрихпунктир; 10 — точечные кривые; 100 —
пунктир. c — εin = 2. Параметр w принимает два значения:
w = 0.1 — тонкие кривые; 1 — жирные. Параметр εex прини-
мает четыре различных значения: εex = 1 — сплошные кривые;
10 — штрихпунктир; 50 — точечные кривые; 100 — пунктир.

Несмотря на то что капиллярную неустойчивость
могут претерпевать сразу бесконечное число волн с
волновыми числами из непрерывного конечного диа-
пазона значений, реальная картина дробления струи
на капли определяется одной волной, обладающей при
прочих равных условиях максимальным инкрементом
неустойчивости [15].
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Рис. 2. Зависимости εin = εin(k), построенные при εex = 1 и
различных значениях параметра w : w ∈ {0.05; 0.2; 0.5; 1; 10}.
Кривые расположены в порядке изменения параметра w :
верхняя кривая соответствует w = 0.05, нижняя — 10.

Рис. 3. Зависимости величины безразмерного инкремента
неустойчивости осесимметричных волн η от безразмерного
волнового числа — жирные кривые, и его производной по
волновому числу χ ≡ (∂η/∂k) — тонкие кривые, рассчитанные
при εex = 1, εin = 2 и различных значениях w : w = 0 —
сплошные кривые; 0.5 — пунктир; 1 — штрихпунктир.

На рис. 3 приведены зависимости от волнового числа
величины инкремента неустойчивости осесимметрич-
ных волн η и его производной по волновому числу
χ ≡ (∂η/∂k), рассчитанные по (2) при заданных зна-
чениях диэлектрических проницаемостей и различных
значениях параметра w . Условие χ ≡ (∂η/∂k) = 0 поз-
воляет найти волновые числа, соответствующие макси-
мальным значениям инкремента. Несложно видеть, что с
ростом параметра w (с ростом величины напряженности
электростатического поля) уменьшаются как значения
инкрементов, так и волновые числа волн с максимальной
скоростью нарастания амплитуды. Другими словами, с
увеличением напряженности продольного электростати-
ческого поля длины наиболее неустойчивых волн рас-
тут, а инкременты их неустойчивости снижаются. Дан-
ное обстоятельство позволяет объяснить особенности
электродиспергирования жидкости в веретенообразном
режиме [16,17].

Следует отметить, что в феномене электродисперги-
рования жидкости экспериментально наблюдается более
десятка различных режимов [5,16–19], теоретическое
осознание которых не до конца завершено. В устрой-
ствах для электродиспергирования жидкость подается
в разрядную систему по металлическому капилляру,
на торце которого образуется примерно полусферои-
дальный мениск жидкости. Электрическое поле между
капилляром и противоэлектродом вытягивает из ме-
ниска струйку жидкости [20,21], которая и распадается
на отдельные капли. Вытягиваемая струйка сужается
по мере удаления от торца капилляра, а отрыв ка-
пелек имеет место с тонкого конца струйки. В вере-
тенообразном режиме электродиспергирования иногда
наблюдается одновременный разрыв струйки в сечениях
разного диаметра: непосредственно у вершины мениска,
где радиус струйки велик, и на тонком ее конце, где
он мал [16,17]. Для теоретического истолкования такого
феномена как раз и можно привлечь результаты прове-
денного в настоящей работе анализа.
На рис. 4 приведены зависимости от параметра w

величин: волнового числа волны, обладающей макси-
мальным инкрементом kmax, и самого максимального

Рис. 4. Зависимости от параметра w величин: волнового
числа волны, обладающей максимальным инкрементом kmax —
тонкие кривые, и самого максимального инкремента ηmax —
толстые кривые, рассчитанные при: a — εex = 1 и различных
значениях εin: εin = 2 — сплошные кривые; 5 — точечные,
7 — пунктир; 10 — штрихпунктир. b — εin = 2 и различных
значениях εex: εex = 1 — сплошные кривые; 5 — точечные, 7 —
пунктир; 10 — штрихпунктир.
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инкремента ηmax, рассчитанные при: рис. 4, a — фик-
сированном значении εex = 1 и различных значениях
εin; рис. 4, b — фиксированном значении εin = 1 и
различных значениях εex. Видно, что и волновые числа и
значения инкрементов убывают с ростом w и величины
диэлектрических проницаемостей.
В проведенном рассмотрении значения параметра w,

как правило, брались малыми. Причина этого состо-
ит в том, что, например, значение параметра w = 1
соответсвует размерной напряженности электростати-
ческого поля E0 = 2

√
πγ/R. Для струи воды радиу-

сом R = 400μm при γ = 72 dyne/cm это соответствует
E0 ≈ 150CGSE = 45 kV/cm. Такая напряженность элек-
тростатического поля существенно превышает напря-
жение электрического пробоя воздуха в постоянном
однородном электрическом поле при атмосферном дав-
лении, которое, согласно [22], составляет ≈ 26 kV/cm.
Для струи этилового спирта того же радиуса при
γ = 23 dyne/cm получим: E0 ≈ 85CGSE = 25.5 kV/cm.
В экспериментах по электродиспергированию исполь-

зуются жидкости, коэффициенты поверхностного натя-
жения которых изменяются в весьма широких пределах
от ≈ 2 dyne/cm для жидкого водорода до ∼ 1000 dyne/cm
для жидких полупроводников и окислов, а образующи-
еся при электродиспергировании струи имеют радиус
∼ 20−1000μm [5,16–19]. Значения параметра w � 1
тем не менее также имеют смысл и могут характе-
ризовать устойчивость струи в вакууме, например, в
жидкометаллических источниках ионов [23] или в масс-
спектрометрах для анализа нелетучих и термически
нестойких веществ (например, органического происхо-
ждения) [24,25], когда используется электрогидродина-
мический способ подачи вещества.

Заключение

В проведенном исследовании выяснилось, что про-
дольное однородное электростатическое поле не вызы-
вает неустойчивости неосесимметричных волн на по-
верхности струи, как это имеет место для радиально-
го электростатического поля [26–28], и стабилизирует
капиллярную неустойчивость осесимметричных волн.
Стабилизация капиллярной неустойчивости проявляется
в сужении диапазона неустойчивых волн (правая гра-
ница диапазона: 0 < k2 ≤ 1 волновых чисел, в котором
реализуется капиллярная неустойчивость, с ростом w

стремится к k2 = 0) и в снижении значений инкрементов
неустойчивости. На характеристики стабилизации суще-
ственное влияние оказывают диэлектрические проница-
емости окружающей среды и жидкости струи.

Работа выполнена в рамках тематического плана
университета, при поддержке грантов губернатора Яро-
славской области, Рособразования № 2.1.1/3776, РФФИ
№ 09-01-00084 и 09-08-00148.
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